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h a r b o r ,  a n d  a  m o d e l  o f  t h e  E a s t  a n d  W e s t  B a s i n s  of L o n g  B e a c h  H a r b o r  
l o c a t e d  i n  L o n g  B e a c h ,  C a l i f o r n i a .
T h e o r e t i c a l  s o l u t i o n s  f o r  t h e s e  f o u r  h a r b o r s  u s i n g  t h e  a r b i t r a r y  
s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  w e r e  o b t a i n e d .  In  a d d i t i o n ,  t h e  t h e o r e t i c a l  
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d i s t i n c t  m o d e  of r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r ,  t h u s  t h e  
v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a p p e a r s  to  b e  a  g o o d  i n d i c a t o r  f o r  
r e s o n a n c e  in  h a r b o r s  o f  c o m p l i c a t e d  s h a p e ,  (4) t h e  r e s u l t s  s h o w  t h a t  
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C H A P T E R  1
I N T R O D U C T I O N
1 .1  B A C K G R O U N D
A n a t u r a l  o r  a n  a r t i f i c i a l  h a r b o r  c a n  e x h i b i t  f r e q u e n c y -  (o r  
p e r i o d - )  d e p e n d e n t  w a t e r  s u r f a c e  o s c i l l a t i o n s  w h e n  e x p o s e d  to  i n c i d e n t  
w a t e r  w a v e s  i n  a  w a y  w h i c h  i s  s i m i l a r  t o  t h e  r e s p o n s e  o f  m e c h a n i c a l  
a n d  a c o u s t i c a l  s y s t e m s  w h i c h  a r e  e x p o s e d  to  e x t e r i o r  f o r c e s ,  p r e s s u r e s  
o r  d i s p l a c e m e n t s .  F o r  a  p a r t i c u l a r  h a r b o r ,  i t  i s  p o s s i b l e  t h a t  f o r  
c e r t a i n  w a v e  p e r i o d s  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  a  p a r t i c u l a r  l o c a t i o n  i n s i d e  
t h e  h a r b o r  m a y  b e  m u c h  l a r g e r  t h a n  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  i n c i d e n t  w a v e ,  
w h e r e a s  f o r  o t h e r  w a v e  p e r i o d s  s i g n i f i c a n t  a t t e n u a t i o n  m a y  o c c u r  a t  t h e  
s a m e  l o c a t i o n .  T h i s  p h e n o m e n o n  o f  h a r b o r  r e s o n a n c e  h a s  g e n e r a l l y  
b e e n  t h o u g h t  to  b e  c a u s e d  b y  w a v e s  f r o m  t h e  o p e n - s e a  i n c i d e n t  u p o n  
t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  a l t h o u g h  o t h e r  p o s s i b l e  e x c i t a t i o n s  m a y  b e  e a r t h ­
q u a k e s ,  l o c a l  w i n d s ,  a n d  l o c a l  a t m o s p h e r i c  p r e s s u r e  a n o m a l i e s ,  e t c .
T h e s e  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n s  ( a l s o  t e r m e d  s e i c h e  a n d  h a r b o r  
s u r g i n g )  c a n  c a u s e  s i g n i f i c a n t  d a m a g e  to  m o o r e d  s h i p s  a n d  a d j a c e n t  
s t r u c t u r e s .  T h e  s h i p  a n d  i t s  m o o r i n g  l i n e s  a l s o  c o n s t i t u t e  a  d y n a m i c  
s y s t e m ;  t h e r e f o r e ,  i f  t h e  p e r i o d  o f  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n  o f  t h e  h a r b o r  
i s  c l o s e  to  t h a t  o f  t h e  s h i p - m o o r i n g  s y s t e m ,  a n  e x t r e m e l y  s e r i o u s  
p r o b l e m  c o u ld  r e s u l t .  In  a d d i t i o n ,  t h e  c u r r e n t s  i n d u c e d  b y  t h i s  
o s c i l l a t i o n  c a n  c a u s e  n a v i g a t i o n  h a z a r d s .
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T h e r e  h a v e  b e e n  n a t u r a l  a n d  a r t i f i c i a l  h a r b o r s  i n  v a r i o u s  
l o c a t i o n s  a r o u n d  t h e  w o r l d  w h e r e  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n s  h a v e  o c c u r r e d  
a n d  h a v e  c a u s e d  d a m a g e  to  s h i p s  a n d  d o c k s i d e  f a c i l i t i e s ,  e . g .  T a b l e  
B a y  H a r b o r ,  C a p e  T o w n ,  S o u th  A f r i c a ;  M o n t e r e y  B a y ,  C a l i f o r n i a  a n d  
M a r i n a  d e l  R e y ,  L o s  A n g e l e s ,  C a l i f o r n i a .  In  o r d e r  to  c o r r e c t  a n  
e x i s t i n g  r e s o n a n c e  p r o b l e m  o n e  m u s t  f i r s t  b e  a b l e  to  p r e d i c t  th e  
r e s p o n s e  o f  t h a t  p a r t i c u l a r  h a r b o r  to  i n c i d e n t  w a v e s ,  i . e .  t h e  e x p e c t e d  
w a v e  a m p l i t u d e  a t  v a r i o u s  l o c a t i o n s  w i t h i n  t h e  h a r b o r  f o r  v a r i o u s  w a v e  
p e r i o d s ,  s o  t h a t  t h e  e f f e c t  o f  a n y  c h a n g e  of t h e  i n t e r i o r  c a n  b e  i n v e s t i ­
g a t e d .  U n t i l  q u i t e  r e c e n t l y  s u c h  a  s t u d y  w a s  d o n e  u s i n g  a  h y d r a u l i c  
m o d e l  a l o n e .  If  a n  a c c e p t a b l e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  c o u ld  
b e  d e v e l o p e d  i t  c o u ld  b e  u s e d  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  a  h y d r a u l i c  m o d e l  to  
p r o v i d e  a  g u id e  f o r  t h e  m o s t  e f f e c t i v e  a n d  e f f i c i e n t  u s e  o f  t h e  l a b o r a t o r y  
m o d e l .
1 .2  O B J E C T I V E  A N D  S C O P E  O F  P R E S E N T  S T U D Y
T h e  m a j o r  o b j e c t i v e  o f  t h i s  s t u d y  i s  to  i n v e s t i g a t e ,  b o th  
t h e o r e t i c a l l y  a n d  e x p e r i m e n t a l l y ,  t h e  r e s p o n s e  o f  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  
h a r b o r  o f  c o n s t a n t  d e p t h  to  p e r i o d i c  i n c i d e n t  w a v e s .  T h e  h a r b o r s  a r e  
c o n s i d e r e d  to  b e  d i r e c t l y  c o n n e c t e d  to  t h e  o p e n - s e a  w i t h  no  a r t i f i c i a l  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n  i m p o s e d  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  T h e  l a b o r a t o r y  
e x p e r i m e n t s  a r e  c o n d u c t e d  i n  o r d e r  to  v e r i f y  t h e  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  
f o r  d i f f e r e n t  h a r b o r s .
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In  C h a p t e r  2 p r e v i o u s  s t u d i e s  o f  t h e  h a r b o r  r e s o n a n c e  p r o b l e m  
a r e  s u r v e y e d .  A t h e o r e t i c a l  a n a l y s i s  i s  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  3 b y  
w h i c h  o n e  m a y  p r e d i c t  t h e  r e s p o n s e  o f  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  of 
c o n s t a n t  d e p t h  to  i n c i d e n t  w a v e  s y s t e m .  In  C h a p t e r  4 a  t h e o r e t i c a l  
a n a l y s i s  i s  p r e s e n t e d  f o r  tw o  h a r b o r s  w i t h  s p e c i a l  s h a p e s :  a  c i r c u l a r  
h a r b o r  a n d  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r .  T h e s e  a n a l y s e s  p r o v i d e  t h e o r e t i c a l  
r e s u l t s  w h i c h  c a n  b e  c o m p a r e d  to  t h o s e  o f  t h e  g e n e r a l  t h e o r y  d e v e l o p e d  
i n  C h a p t e r  3. In  C h a p t e r  5 t h e  e x p e r i m e n t a l  e q u i p m e n t  a n d  p r o c e d u r e s  
a r e  d e s c r i b e d .  T h e  e x p e r i m e n t a l  a n d  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  
a n d  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  6 . C o n c l u s i o n s  a r e  s t a t e d  i n  C h a p t e r  7.
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C H A P T E R  2
L I T E R A T U R E  S U R V E Y
2.1  W A V E  O S C I L L A T I O N S  IN  H A R B O R S  O F  S I M P L E  S H A P E
A s i g n i f i c a n t  a m o u n t  o f  w o r k  h a s  b e e n  d o n e  on  r e s o n a n t  
o s c i l l a t i o n s  i n  h a r b o r s  o f  i d e a l i z e d  p l a n f o r m  s u c h  a s  a  c i r c u l a r  h a r b o r  
o r  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r .  T h e  m e t h o d s  o f  a p p r o a c h  u s e d  f o r  s o l v i n g  
t h e s e  p r o b l e m s  r a n g e d  f r o m  i m p o s i n g  a  p r e s c r i b e d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  
a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  to  m a t c h i n g ,  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  t h e  s o l u t i o n  
o b t a i n e d  f o r  t h e  r e g i o n s  i n s i d e  a n d  o u t s i d e  t h e  h a r b o r .
M c N o w n  (1 9 5 2 )  s t u d i e d  b o t h  t h e o r e t i c a l l y  a n d  e x p e r i m e n t a l l y  s o m e  
o f  t h e  r e s p o n s e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a  c i r c u l a r  h a r b o r  o f  c o n s t a n t  d e p t h  
e x c i t e d  b y  w a v e s  i n c i d e n t  u p o n  a  s m a l l  e n t r a n c e  g a p .  T h e  a n a l y s i s  w a s  
to  s o l v e  L a p l a c e ' s  e q u a t i o n :
(2.1 )
w i t h  c e r t a i n  p r e s c r i b e d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  T h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
u s e d  i n c l u d e d  t h e  l i n e a r i z e d  f r e e  s u r f a c e  c o n d i t i o n  a t  t h e  w a t e r  s u r f a c e  
a n d  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  v e l o c i t y  n o r m a l  to  a l l  s o l i d  b o u n d a r i e s  w a s  
z e r o .  H o w e v e r ,  t h e  a s s u m p t i o n  w a s  m a d e  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  t h a t  
t h e  c r e s t  o f  a  s t a n d i n g  w a v e  o c c u r r e d  a t  t h e  e n t r a n c e  w h e n  t h e  h a r b o r  
w a s  i n  r e s o n a n c e  a n d  t h e  w a t e r  s u r f a c e  r e m a i n e d  e s s e n t i a l l y  h o r i z o n t a l  
a c r o s s  t h e  s m a l l  e n t r a n c e .  T h u s ,  f o r  r e s o n a n t  m o t i o n ,  t h i s  h y p o t h e s e s
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l e d  to  a  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  i d e n t i c a l  to  t h a t  f o r  a  c o m p l e t e l y  c l o s e d  
c i r c u l a r  b a s i n .  T h e r e f o r e ,  t h e  w a v e  f r e q u e n c i e s  a s s o c i a t e d  w i t h  
r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n s  w o u l d  b e  t h o s e  e i g e n v a l u e s  f o r  t h e  f r e e  o s c i l l a t i o n  
o f  a  c i r c u l a r  b a s i n .  B a s e d  o n  t h i s  a s s u m p t i o n ,  M c N o w n  c o m p u t e d  t h e  
a m p l i t u d e  v a r i a t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r  f o r  v a r i o u s  m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  
a n d  f o u n d  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  c o m p a r e d  r e a s o n a b l y  w e l l  w i t h  t h e  
e x p e r i m e n t s .  T h i s  i m p o s e d  c o n d i t i o n  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i s  n o t  
s a t i s f a c t o r y  in  t h e  s e n s e  t h a t  t h e  s l o p e  o f  t h e  w a t e r  s u r f a c e  a t  t h e  
h a r b o r  e n t r a n c e  s h o u ld  b e  p a r t  o f  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  a n d  
s h o u l d  n o t  b e  i m p o s e d  i n i t i a l l y .  H o w e v e r ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e  
r e s o n a n t  f r e q u e n c i e s  ( o r  t h e  w a v e  n u m b e r s )  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  c i r c u l a r  
h a r b o r  a r e  i n d e e d  c l o s e  to  t h a t  f o r  t h e  f r e e  o s c i l l a t i o n  i n  t h e  c l o s e d  
b a s i n  i f  t h e  e n t r a n c e  i s  v e r y  s m a l l .
U s i n g  t h e  s a m e  i d e a  o f  a s s u m i n g  a n  a n t i n o d e  a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e  f o r  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n ,  K r a v t c h e n k o  a n d  M c N o w n  (1955)  h a v e  
s t u d i e d  s e i c h e  ( w a v e  o s c i l l a t i o n s )  i n  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r .  In  t h a t  
s t u d y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  r e s o n a n c e  w a s  s i m i l a r  to  t h a t  u s e d  b y  M c N o w n  
( 19 5 2 ) ,  i . e .  t h e  m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  c o r r e s p o n d i n g  to  t h e  c l o s e d  b a s i n  
c o n f i g u r a t i o n  w e r e  t e r m e d  r e s o n a n t  a l l  o t h e r s  t e r m e d  n o n - r e s o n a n t .
F o r  n o n - r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n s  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n ,  a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e  w o u l d  h a v e  to  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  o b s e r v a t i o n s  i n  t h e  
l a b o r a t o r y .
E x t e n d i n g  M c N o w n 's  w o r k  f o r  c i r c u l a r  h a r b o r s ,  A p te  (1 9 5 4 ,
1957) i n v e s t i g a t e d ,  b o t h  e x p e r i m e n t a l l y  a n d  t h e o r e t i c a l l y ,  t h e  p r o b l e m
of t h e  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  w i t h  a  w i d e  e n t r a n c e .  B o th  t h e  e x p e r i m e n t a l
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a n d  m a t h e m a t i c a l  m o d e l s  c o n s i s t e d  o f  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  w i t h  a n  
a s y m m e t r i c  e n t r a n c e  to  w h i c h  a  r e l a t i v e l y  l o n g  w a v e  c h a n n e l  w a s  
c o n n e c t e d .  A  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  w a s  o b t a i n e d  f o r  t h e  a m p l i t u d e  
d i s t r i b u t i o n  w i t h i n  t h e  p a r t i a l l y  c l o s e d  h a r b o r  b y  m a t c h i n g  u p  t h e  
e n t r a n c e  v e l o c i t i e s  b e t w e e n  t h e  tw o  d o m a i n s :  t h e  h a r b o r  a n d  th e  
a t t e n d a n t  w a v e  c h a n n e l .  G o o d  a g r e e m e n t  w a s  fo u n d  b e t w e e n  th e  
t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  a n d  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  H o w e v e r ,  t h e  s o l u t i o n  
o b t a i n e d  w a s  n o t  f o r  t h e  m o r e  r e a l i s t i c  p r o b l e m  o f  a  h a r b o r  c o n n e c t e d  
d i r e c t l y  to  t h e  o p e n - s e a .
B i e s e l  a n d  L e M e h a u t e  ( 19 5 5 ,  1956) a n d  L e M e h a u t e  ( 19 6 0 ,  1961) 
s t u d i e d  t h e  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n s  in  r e c t a n g u l a r  h a r b o r s  w i t h  v a r i o u s  
t y p e s  o f  e n t r a n c e s :  f u l l y  o p e n ,  p a r t i a l l y  o p e n ,  c h a n g e  i n  d e p t h  a t  t h e  
e n t r a n c e  a n d  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e s e  a s  w e l l  a s  a  s l o p i n g  b e a c h  i n s i d e  
t h e  h a r b o r .  T h e  h a r b o r  w a s  c o n n e c t e d  to  a  w a v e  b a s i n  h a v i n g  a  w i d t h  
l e s s  t h a n  h a l f  o f  a  w a v e  l e n g t h  a n d  a n  i n f i n i t e  l e n g t h  i n  t h e  d i r e c t i o n  
o f  w a v e  p r o p a g a t i o n .  T h e  m e t h o d  w h i c h  w a s  u s e d  w a s  b a s e d  on  
c o m p l e x  n u m b e r  c a l c u l u s  w i t h  a  d i r e c t  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  s u p e r p o s i t i o n  
o f  t h e  v a r i o u s  i n c i d e n t ,  r e f l e c t e d ,  a n d  t r a n s m i t t e d  w a v e s .  A n 
e x p r e s s i o n  w a s  d e v e l o p e d  f o r  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  ( d e f in e d  a s  t h e  
w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  r e a r  o f  t h e  h a r b o r  to  t h e  i n c i d e n t  w a v e  
a m p l i t u d e ) .  H o w e v e r ,  i n  o r d e r  to  u s e  t h a t  r e s u l t  a n  e m p i r i c a l  
r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t  a n d  a t t e n u a t i o n  p a r a m e t e r  a r e  n e e d e d ,  i n  g e n e r a l  
t h e  v a l u e s  o f  t h e s e  p a r a m e t e r s  a r e  n o t  o b v i o u s .
T h e  p r o b l e m  o f  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  c o n n e c t e d  d i r e c t l y  to  t h e  
o p e n - s e a  h a s  b e e n  a b ly  t r e a t e d ,  t h e o r e t i c a l l y ,  b y  M i l e s  a n d  M u n k  (1 9 6 1 ) .  
T h e i r  w o r k  w a s  a n  i m p o r t a n t  c o n t r i b u t i o n  s i n c e  i t  i n c l u d e d  t h e  e f f e c t  o f
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t h e  w a v e  r a d i a t i o n  f r o m  t h e  h a r b o r  m o u t h  to  t h e  o p e n - s e a .  T h i s  
e f f e c t  l i m i t s  t h e  m a x i m u m  w a v e  a m p l i t u d e  w i t h i n  t h e  h a r b o r  f o r  
t h e  i n v i c i d  c a s e  to  a  f i n i t e  v a l u e  e v e n  a t  r e s o n a n c e .  T h e y  c o n s i d e r e d  
a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  a n d  f o r m u l a t e d  t h e  p r o b l e m  a s  a n  i n t e g r a l  
e q u a t i o n  i n  t e r m s  o f  a  G r e e n ' s  f u n c t i o n .  T h i s  G r e e n ' s  f u n c t i o n , 
g  ( x ,  y ,  ξ ), m u s t  s a t i s f y  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r :
( 2 .2 )
a n d  h a v e  a  v a n i s h i n g  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o n  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r  
e x c e p t  a t  t h e  e n t r a n c e  w h e r e  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  G r e e n ' s  
f u n c t i o n  i s  a  d e l t a  f u n c t i o n .  U n f o r t u n a t e l y ,  a s  t h e y  h a v e  n o t e d ,  t h e  
G r e e n ' s  f u n c t i o n  f o r  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  i s  b e y o n d  r e a c h .  T h u s ,  
t h e y  h a v e  a p p l i e d  t h i s  g e n e r a l  f o r m u l a t i o n  to  a  h a r b o r  o f  s i m p l e  s h a p e :  
a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r ,  a n d  f o u n d  m o s t  i n t e r e s t i n g l y  t h a t  a  n a r r o w i n g  o f  
t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  l e a d s  n o t  t o  a  r e d u c t i o n  in  h a r b o r  s u r g i n g  
( o s c i l l a t i o n ) ,  b u t  to  a n  e n h a n c e m e n t .  T h i s  r e s u l t  w a s  t e r m e d  b y  t h e m  
t h e  " h a r b o r  p a r a d o x " .  A t  t h a t  t i m e ,  t h e r e  w e r e  c o n s i d e r a b l e  
d i f f e r e n c e s  i n  o p i n i o n  a s  to  t h e  e x i s t a n c e  o f  t h e  p a r a d o x .  L e M e h a u t e  
( 1962 )  s u g g e s t e d  t h a t  i f  i t  h a d  b e e n  p o s s i b l e  to  i n t r o d u c e  t h e  e f f e c t  o f 
v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  i n to  t h e  a n l y s i s  t h e  p a r a d o x  w o u ld  b e c o m e  i n v a l i d .  
( H o w e v e r ,  t h e  p r e s e n t  s t u d y  o n  c i r c u l a r  h a r b o r s ,  b o t h  t h e o r e t i c a l l y  
a n d  e x p e r i m e n t a l l y ,  h a s  s u p p o r t e d  t h e  " h a r b o r  p a r a d o x " ,  a l t h o u g h  
t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a l s o  s h o w  t h a t  v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  o f  e n e r g y  i s  
m o s t  i m p o r t a n t  f o r  h a r b o r s  w i t h  s m a l l  o p e n i n g s . ( s e e  S u b s e c t i o n  
6 . 2 . 2 ) . )
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I p p e n  a n d  R a i c h l e n  (1 9 6 2 )  a n d  R a i c h l e n  a n d  I p p e n  (1 9 6 5 )  h a v e  
s t u d i e d ,  b o t h  t h e o r e t i c a l l y  a n d  e x p e r i m e n t a l l y ,  t h e  w a v e  i n d u c e d  
o s c i l l a t i o n s  i n  a  s m a l l e r  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  c o n n e c t e d  to  a  l a r g e r  
h i g h l y  r e f l e c t i v e  r e c t a n g u l a r  w a v e  b a s i n .  T h e  s o l u t i o n  w a s  o b t a i n e d  
b y  s o l v i n g  t h e  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m  i n  b o t h  r e g i o n s ,  i . e .  t h e  r e g i o n  
i n s i d e  t h e  h a r b o r  a n d  t h e  r e g i o n  i n  t h e  w a v e  b a s i n ,  u s i n g  t h e  m a t c h i n g  
c o n d i t i o n  t h a t  t h e  w a t e r  s u r f a c e  i s  c o n t i n u o u s  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  
B e c a u s e  o f  t h e  h i g h  d e g r e e  o f  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  s m a l l  r e c t a n g u l a r  
h a r b o r  a n d  i t s  a t t e n d a n t  w a v e  b a s i n  t h e  r e s p o n s e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  
t h e  h a r b o r  a s  a  f u n c t i o n  o f  i n c i d e n t  w a v e  p e r i o d  w e r e  r a d i c a l l y  d i f f e r e n t  
f r o m  a  s i m i l a r  p r o t o t y p e  h a r b o r  c o n n e c t e d  to  t h e  o p e n - s e a .  T h e  
f o r m e r  w a s  c h a r a c t e r i z e d  b y  a  l a r g e  n u m b e r  o f  c l o s e l y  s p a c e d  s p i k e s  
a s  o p p o s e d  to  t h e  l a t t e r  t h a t  w o u ld  h a v e  d i s c r e t e  r e s o n a n t  m o d e s  of 
o s c i l l a t i o n .  T h o s e  r e s u l t s  m o s t  e m p h a t i c a l l y  d e m o n s t r a t e d  t h e  
i m p o r t a n c e  o f  a d e q u a t e  e n e r g y  d i s s i p a t o r s  i n  t h e  m o d e l  s y s t e m  w h e n  
i n v e s t i g a t i n g  r e s o n a n c e  o f  a  h a r b o r  c o n n e c t e d  to  t h e  o p e n - s e a .  I t  w a s  
p o i n t e d  o u t  t h a t  i n  o r d e r  to  r e d u c e  t h e  c o u p l i n g  e f f e c t  o f  t h e  r e f l e c t i o n s  
o f  t h e  w a v e  e n e r g y  w h i c h  i s  r a d i a t e d  f r o m  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  
e f f i c i e n t  w a v e  a b s o r b e r s  a n d  w a v e  f i l t e r s  in  t h e  m a i n  w a v e  b a s i n  a r e  
n e c e s s a r y .  A s u b s e q u e n t  s t u d y  b y  I p p e n ,  R a i c h l e n  a n d  S u l l i v a n  ( 19 6 2 )  
s h o w e d  t h a t  t h e  c o u p l i n g  e f f e c t  i s  i n d e e d  s i g n i f i c a n t l y  r e d u c e d  b y  t h e  
u s e  o f  a r t i f i c i a l  e n e r g y  d i s s i p a t o r s  i n  t h e  m a i n  w a v e  b a s i n .
I p p e n  a n d  G o d a  (1 9 6 3 )  a l s o  s t u d i e d ,  b o t h  t h e o r e t i c a l l y  a n d  e x p e r i ­
m e n t a l l y ,  t h e  p r o b l e m  o f  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  c o n n e c t e d  to  t h e  o p e n -  
s e a .  I n  t h a t  a n a l y s i s  t h e  w a v e s  r a d i a t e d  f r o m  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  to
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t h e  o p e n - s e a  w e r e  e v a l u a t e d  u s i n g  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n  m e t h o d  
w h i c h  w a s  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  p o i n t  s o u r c e  m e t h o d  e m p l o y e d  b y  M i l e s  
a n d  M u n k  ( 19 6 1 ) .  T h e  s o l u t i o n  i n s i d e  t h e  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  w a s  
o b t a i n e d  b y  t h e  m e t h o d  o f  s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  a n d  e x p r e s s e d  i n  
t e r m s  o f  t h e  s l o p e  o f  w a t e r  s u r f a c e  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  T h e  
s o l u t i o n  i n  t h e  o p e n - s e a  r e g i o n  w a s  o b t a i n e d  b y  s u p e r i m p o s i n g  t h e  
s t a n d i n g  w a v e  a n d  t h e  r a d i a t e d  w a v e  ( a l s o  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  
s l o p e  o f  t h e  w a t e r  s u r f a c e  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ) .  T h u s  b y  m a t c h i n g  
t h e  w a v e  a m p l i t u d e ,  a t  t h e  e n t r a n c e ,  f r o m  t h e  s o l u t i o n s  i n  b o t h  
r e g i o n s  t h e  f i n a l  s o l u t i o n  w a s  o b t a i n e d .  F a i r l y  g o o d  a g r e e m e n t  w a s  
fo u n d  b e t w e e n  t h e  t h e o r y  a n d  t h e  e x p e r i m e n t s  c o n d u c t e d  i n  a  w a v e  
b a s i n  (9 f t  w i d e  a n d  11 f t  l o n g )  w h e r e  s a t i s f a c t o r y  w a v e  e n e r g y  d i s s i -  
p a t o r s  w e r e  i n s t a l l e d  a r o u n d  t h e  b o u n d a r y  to  s i m u l a t e  t h e  " o p e n - s e a " .
T h e s e  p r e v i o u s  s t u d i e s  o f  t h e  w a v e  i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  i n  a  
h a r b o r  w i t h  a  s p e c i a l  s h a p e  h a v e  h e l p e d  to  u n d e r s t a n d  s o m e  o f  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  h a r b o r  r e s o n a n c e  p r o b l e m .  H o w e v e r ,  t h e  
p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n  o f  t h e s e  s t u d i e s  i s  l i m i t e d  s i m p l y  b e c a u s e  i t  i s  
n o t  p r o b a b l e  t h a t  t h e  s h a p e  o f  a n  a c t u a l  h a r b o r  w i l l  b e  a s  s i m p l e  a s  
t h o s e  s t u d i e d .
In  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n  p r e v i o u s  s t u d i e s  o n  h a r b o r s  of m o r e  
c o m p l e x  s h a p e  w i l l  b e  s u r v e y e d .
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2 . 2  W A V E  O S C I L L A T I O N S  IN  H A R B O R S  O F  C O M P L E X  S H A P E
K n a p p  a n d  V a n o n i  ( 19 4 5 )  c o n d u c t e d  a  h y d r a u l i c  m o d e l  s t u d y  
i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  h a r b o r  i m p r o v e m e n t s  a t  t h e  N a v a l  O p e r a t i n g  
B a s e ,  T e r m i n a l  I s l a n d ,  C a l i f o r n i a  ( T h e  p r e s e n t  E a s t  a n d  W e s t  B a s i n s  
o f  L o n g  B e a c h  H a r b o r ) .  T h e  i n i t i a l  p h a s e  o f  t h a t  s t u d y  h e l p e d  to  
c h o o s e  t h e  " o p t i m u m "  m o l e  a l i g n m e n t  a n d  a n  e x t e n s i v e  s e r i e s  of 
e x p e r i m e n t s  w a s  t h e n  c o n d u c t e d  to  c o m p l e t e l y  d e t e r m i n e  t h e  w a t e r  
m o t i o n s  i n  t h e  b a s i n  so  d e f i n e d .  A  h a r b o r  r e s p o n s e  i n  w h i c h  t h e  
m a x i m u m  v e r t i c a l  w a t e r  m o t i o n  a n y w h e r e  w i t h i n  t h e  b a s i n  w a s  p l o t t e d  
a g a i n s t  i n c i d e n t  w a v e  p e r i o d  w a s  o b t a i n e d  f o r  a  r a n g e  o f  p r o t o t y p e  w a v e  
p e r i o d s  f r o m  10 s e c  to  15 m i n .  C o n t o u r s  o f  w a t e r  s u r f a c e  e l e v a t i o n  
t h r o u g h o u t  t h e  b a s i n  w e r e  d e t e r m i n e d  f o r  v a r i o u s  w a v e  a n d  s u r g e  
p e r i o d s .  T h e s e  m e a s u r e m e n t s  h a v e  d e l i n e a t e d  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  
m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  o f  t h e  b a s i n  a n d  e s t a b l i s h e d  t h e  r e g i o n s  o f  m a x i ­
m u m  a n d  m i n i m u m  m o t i o n  i n  t h e  b a s i n .  T h a t  s t u d y  d e m o n s t r a t e d  t h e  
n e e d  a n d  t h e  m e r i t  o f  a  m o d e l  s t u d y  to  d e t e r m i n e  t h e  l o c a t i o n  a n d  t h e  
m a g n i t u d e  o f  t h e  a m p l i f i c a t i o n  i n  a  h a r b o r  o f  c o m p l e x  s h a p e  w h e n  
e x p o s e d  to  i n c i d e n t  p e r i o d i c  w a v e s .
R e s e a r c h  a n d  m o d e l  s t u d i e s  o n  t h e  s u r g i n g  p r o b l e m  i n  T a b l e  B a y  
H a r b o r ,  C a p e  T o w n ,  S o u th  A f r i c a  w e r e  c o n d u c t e d  b y  W i l s o n  b e t w e e n  
1 9 4 2 - 1 9 5 1 .  ( T h a t  w o r k  w a s  m a d e  k n o w n  i n  tw o  p a p e r s :  W i l s o n ,  1959 , 
19 6 0 . )  In  t h a t  s t u d y  T a b l e  B a y  H a r b o r  w a s  s h o w n  to  b e  a f f e c t e d  b y  tw o  
f o r m s  o f  s u r g i n g ,  o n e  o f  w h i c h  w a s  r e s p o n s i b l e  f o r  t h e  r a n g i n g  of 
m o o r e d  s h i p s ,  t h e  o t h e r  f o r  a  p u m p i n g  a c t i o n  o f  t h e  b a s i n  a n d  a t t e n d a n t  
n a v i g a t i o n a l  h a z a r d .  T h e s e  m o d e l  s t u d i e s  h e l p e d  to  r e d u c e  t h e  s u r g i n g  
i n s i d e  t h e  h a r b o r .
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A l th o u g h  m o d e l  s t u d i e s  c a n  p r o v i d e  m a n y  a n s w e r s  a n d  a r e  b y  f a r  
s t i l l  t h e  m o s t  r e l i a b l e  w a y  o f  o b t a i n i n g  i n f o r m a t i o n  c o n c e r n i n g  t h e  w a v e  
i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  i n  h a r b o r s ,  t h e y  a r e  g e n e r a l l y  v e r y  e x p e n s i v e  a n d ,  
m o s t  i m p o r t a n t l y ,  r e q u i r e  a  c o n s i d e r a b l e  a m o u n t  o f  t i m e .  T h e r e f o r e ,  
m a n y  r e s e a r c h e r s  h a v e  s e a r c h e d  f o r  m e t h o d s  o f  t h e o r e t i c a l l y  a n a l y z i n g  
t h e  w a v e  i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  i n  a  h a r b o r  o f  a r b i t r a r y  s h a p e  w h i c h  
a l t h o u g h  p e r h a p s  n o t  r e p l a c i n g  t h e  m o d e l  t e s t s  a t  l e a s t  p r o v i d e  a  u s e f u l  
g u id e  f o r  t h e  e x p e r i m e n t a l  p r o g r a m .
W i l s o n ,  H e n d r i c k s o n  a n d  K i l m e r  ( 196 5 )  h a v e  s t u d i e d  t h e  t w o -  
d i m e n s i o n a l  a n d  t h r e e - d i m e n s i o n a l  o s c i l l a t i o n s  i n  a n  o p e n  b a s i n  o f  
v a r i a b l e  d e p t h .  F o r  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  o s c i l l a t i o n  t h e  m e t h o d  i s  
s i m i l a r  to  o n e  u s e d  e a r l i e r  b y  R a i c h l e n  (1 9 6 5 b )  i n  w h i c h  a t t e n t i o n  i s  
d i r e c t e d  t o  f r e e  o s c i l l a t i o n s  i n  a  c l o s e d  b a s i n .  I n  t h e  a n a l y s i s  t h e y  
h a v e  a s s u m e d  t h a t  t h e  w a v e  l e n g t h s  a r e  l a r g e  c o m p a r e d  to  t h e  w a t e r  
d e p t h s ;  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  c o m b i n e d  w i t h  t h e  l i n e a r i z e d  d y n a m i c  
f r e e  s u r f a c e  c o n d i t i o n  w a s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  o f  a  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n .  
T h e  p e r i o d s  o f  o s c i l l a t i o n  a n d  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  w a t e r  s u r f a c e  
e l e v a t i o n  w i t h i n  t h e  h a r b o r  w e r e  o b t a i n e d  b y  s o l v i n g  f o r  t h e  e i g e n v a l u e s  
a n d  e i g e n v e c t o r s  o f  t h e  r e s u l t a n t  s y s t e m  o f  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s .  H o w ­
e v e r ,  i n  t h i s  a p p r o a c h ,  a n  a r t i f i c i a l  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  w a s  a s s u m e d  
a t  t h e  e n t r a n c e  to  t h e  h a r b o r  o r  b a y .  T h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  w h i c h  
w a s  u s e d  r e s u l t s  e i t h e r  f r o m  a n  a s s u m e d  n o d a l  l i n e  a t  t h e  e n t r a n c e  o r  
u s i n g  c e r t a i n  o b s e r v e d  a m p l i t u d e s .  A l th o u g h  t h i s  m e t h o d  o f  a p p r o a c h  
g i v e s  s o m e  u s e f u l  a n s w e r s ,  i t  i s  n o t  a  c o m p l e t e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m .
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A n i d e a l  s o l u t i o n  w o u ld  a u t o m a t i c a l l y  t a k e  c a r e  o f  t h e  e n t r a n c e  
c o n d i t i o n  b y  m a t c h i n g  t h e  w a v e  a m p l i t u d e s  a n d  v e l o c i t i e s  a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e  d e r i v e d  f r o m  s o l u t i o n s  f o r  t h e  d o m a i n  o f  t h e  h a r b o r  a n d  of 
t h e  o p e n - s e a .
L e e n d e r t s e  ( 1967)  h a s  d e v e l o p e d  a  n u m e r i c a l  m o d e l  f o r  t h e  p r o ­
p a g a t i o n  o f  l o n g - p e r i o d  w a v e s  i n  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  b a s i n .  In  t h a t  
s t u d y ,  t h e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  s h a l l o w  w a t e r  w a v e s  
( c o n t i n u i t y  a n d  l i n e a r i z e d  m o m e n t u m  e q u a t i o n s )  w e r e  r e p l a c e d  b y  a 
d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  to  o p e r a t e  i n  s p a t i a l -  a n d  t i m e - c o o r d i n a t e s  on  
d e f i n i t e  p o i n t s  o f  a  g r i d  s y s t e m .  T h e  r e s u l t s  a g r e e d  w e l l  w i t h  c e r t a i n  
f i e l d  m e a s u r e m e n t ;  h o w e v e r ,  t h e  w a t e r  s u r f a c e  e l e v a t i o n s  a t  t h e  o p e n  
b o u n d a r y  s t i l l  m u s t  b e  g i v e n .
M o s t  r e c e n t l y  a  s t u d y  c o n d u c t e d  b y  H w a n g  a n d  T u c k  ( 1969)  
d e v e l o p e d  a n  a n a l y t i c a l  m e t h o d  to  s o l v e  t h e  h a r b o r  r e s o n a n c e  p r o b l e m  
f o r  h a r b o r s  o f  a r b i t r a r y  s h a p e  a n d  c o n s t a n t  d e p t h  c o n n e c t e d  to  t h e  
o p e n - s e a .  T h e i r  m e t h o d  o f  a p p r o a c h  i s  to  s u p e r i m p o s e  s c a t t e r e d  
w a v e s  w h i c h  a r e  c a u s e d  b y  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  b o u n d a r y  o n  t h e  s t a n d i n g  
w a v e  s y s t e m .  T h e  s c a t t e r e d  w a v e s  a r e c o m p u t e d  b y  a  d i s t r i b u t i o n  
o f  s o u r c e s  ( c h o s e n  a s  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  H o(1)(k r ) ) w i t h  a n  u n k n o w n  
s t r e n g t h  to  b e  d e t e r m i n e d  a lo n g  t h e  c o a s t l i n e  a n d  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  
h a r b o r .  T h u s  t h e  p o t e n t i a l  f u n c t i o n  φ t (→x) a t  a n y  p o i n t  →x  (x, y )  i n  s p a c e  
c a n  b e  e x p r e s s e d  a s :
( 2 .3 )
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w h e r e  φo (→x) r e p r e s e n t s  t h e  s t a n d i n g  w a v e  s y s t e m  a n d  q (→x o ) i s  t h e
s o u r c e  s t r e n g t h  a lo n g  t h e  e n t i r e  c o a s t l i n e  w h i c h  i n c l u d e s  t h e  b o u n d a r y
of  t h e  h a r b o r .  T h e  s t r e n g t h  q (→x o ) w a s  d e t e r m i n e d  n u m e r i c a l l y  s u c h
t h a t  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ∂φt/n = 0 w a s  s a t i s f i e d  a lo n g  t h e  e n t i r e
r e f l e c t i n g  b o u n d a r y .  T h i s  m e t h o d  d id  n o t  r e q u i r e  a  m a t c h i n g  c o n d i t i o n
a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ;  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  s o u r c e  s t r e n g t h  q (→x o )
a lo n g  t h e  e n t i r e  r e f l e c t i n g  b o u n d a r y  m u s t  b e  t e r m i n a t e d  a t  s o m e
d i s t a n c e  f r o m  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  (q(→xo) = 0 b e t w e e n  t h a t  l o c a t i o n  a n d  
±  ∞). P h y s i c a l l y ,  t h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  s o u r c e  d i s t r i ­
b u t i o n  a t  s o m e  d i s t a n c e  a w a y  f r o m  t h e  e n t r a n c e  i s  n e g l i g i b l e ;  h o w e v e r ,  
f o r  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e  p o s i t i o n  a t  w h i c h  t h e  s o u r c e  s t r e n g t h  
b e c o m e s  z e r o  i s  n o t  o b v i o u s  u n l e s s  t r i a l  c a l c u l a t i o n s  a r e  m a d e .
A l th o u g h  t h e  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n s  f o r  w a v e  i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  
i n  h a r b o r s ,  e s p e c i a l l y  f o r  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r ,  a r e  l i m i t e d ,  
t h e r e  i s  a  c o n s i d e r a b l e  a m o u n t  o f  l i t e r a t u r e  i n  o t h e r  f i e l d s  s u c h  a s  
o p t i c s ,  a c o u s t i c s ,  e l e c t r o m a g n e t i c s ,  a n d  m e c h a n i c a l  v i b r a t i o n s  w h i c h  
d e a l  w i t h  s i m i l a r  p h y s i c a l  p r o b l e m s .  S o m e  o f  t h e s e  s t u d i e s  w h i c h  a r e  
p e r t i n e n t  a r e  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  s c a t t e r i n g  o f  a c o u s t i c  w a v e s  b y  
s u r f a c e s  o f  a r b i t r a r y  s h a p e  ( F r i e d m a n  a n d  S h a w  ( 19 6 2 ) ,  B a n a u g h  a n d  
G o l d s m i t h  (1963  a ,  b ) ,  S h a w  (1 9 6 7 ) ,  e t c . ), s o u n d  r a d i a t i o n  f r o m  a n  
a r b i t r a r y  b o d y  o r  v i b r a t i n g  s u r f a c e s  ( C h e n  a n d  S c h w e i k e r t  (1 9 6 3 ) ,  
C h e r t o c k  (1 9 6 4 ) ,  C o p le y  ( 1 9 6 7 ) ,  K u o  ( 1 9 6 8 ) ,  e t c . ), a n d  t h e  s c a t t e r i n g  
o f  e l e c t r o m a g n e t i c  w a v e s  b y  c y l i n d e r s  of a r b i t r a r y  c r o s s  s e c t i o n  
( M u l l in ,  S a n d b u r g ,  a n d  V e l l i n e  (1 9 6 5 ) ,  R i c h m o n d  (1 9 6 5 ) ,  e t c . ) .
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M a t h e m a t i c a l  e q u a t i o n s  w h i c h  d e s c r i b e  t h e s e  p r o b l e m s  a r e  n e a r l y  
i d e n t i c a l  to  t h o s e  f o r  t h e  w a t e r  w a v e  p r o b l e m .  T h u s ,  s i m i l a r  
a n a l y t i c a l  t e c h n i q u e s  m a y  b e  u s e d  f o r  t h e  h a r b o r  r e s o n a n c e  p r o b l e m .  
In  f a c t ,  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  H w a n g  a n d  T u c k  ( 19 6 9 )  a s  w e l l  a s  t h i s  
i n d e p e n d e n t  s t u d y  a r e  c l o s e l y  r e l a t e d  to  s o m e  o f  t h e  l i t e r a t u r e  j u s t  
c i t e d .
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C H A P T E R  3
T H E O R E T I C A L  A N A L Y S IS  F O R  A N  A R B I T R A R Y  S H A P E D  H A R B O R
T h e  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  f o r  t h e  w a v e  i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  i n  
a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  w i t h  a  c o n s t a n t  d e p th  i s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  
c h a p t e r .  T h e  s o l u t i o n  to  t h e  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m  i s  f o r m u l a t e d  
a s  a n  i n t e g r a l  e q u a t i o n ,  a n d  a n  a p p r o x i m a t e  m e t h o d  i s  p r e s e n t e d  to  
s o l v e  t h i s  i n t e g r a l  e q u a t i o n  b y  c o n v e r t i n g  i t  to  a  m a t r i x  e q u a t i o n  
w h i c h  c a n  b e  s o l v e d  u s i n g  a  h i g h - s p e e d  d i g i t a l  c o m p u t e r .  T h e  f i n a l  
s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  u s i n g  a  m a t c h i n g  c o n d i t i o n  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  
i . e .  e q u a t i n g ,  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a n d  i t s  
n o r m a l  d e r i v a t i v e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s o l u t i o n s  i n  t h e  r e g i o n s  o u t s i d e  
a n d  i n s i d e  t h e  h a r b o r .  T h e  n u m e r i c a l  a n a l y s i s  i s  d e s c r i b e d  i n  t h i s  
c h a p t e r  a n d  e x a m p l e s  a r e  p r e s e n t e d  w h i c h  c o n f i r m  t h e  n u m e r i c a l  
t e c h n i q u e s  u s e d ;  a  c o m p a r i s o n  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  a n d  e x p e r i m e n t a l  
r e s u l t s  d e a l i n g  w i t h  t h e  f u l l  p r o b l e m  o f  t h e  r e s p o n s e  of a  h a r b o r  to  
i n c i d e n t  w a v e s  w i l l  b e  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  6.
3 . 1  D E V E L O P M E N T  O F  T H E  H E L M H O L T Z  E Q U A T IO N
In  o r d e r  to  s o l v e  t h e  p r o b l e m  m a t h e m a t i c a l l y ,  t h e  f lo w  
i s  a s s u m e d  i r r o t a t i o n a l  s o  t h a t  a  v e l o c i t y  p o t e n t i a l  Φ m a y  b e  d e f i n e d ,  
s u c h  t h a t  t h e  f lu i d  p a r t i c l e  v e l o c i t y  v e c t o r  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  t h e  
g r a d i e n t  o f  t h e  v e l o c i t y  p o t e n t i a l ,  i . e .  →u  = ∇Φ, w h e r e  →u  i s  t h e  v e l o c i t y
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v e c t o r  w i t h  c o m p o n e n t s  u ,  v ,  a n d  w  i n  t h e  x ,  y ,  a n d  z d i r e c t i o n s  
r e s p e c t i v e l y ,  a n d  ∇ i s  t h e  g r a d i e n t  o p e r a t o r  d e f i n e d  a s
(∂/x)→i + (∂/∂y)→j + (∂/z)→k ,  i n  w h i c h  →i, →j ,  a n d  →k  a r e  t h e  u n i t  v e c t o r s  r e s p e c ­
t i v e l y  i n  t h e  d i r e c t i o n s  x ,  y ,  a n d  z .  A  d e f i n i t i o n  s k e t c h  f o r  t h e  c o o r d i ­
n a t e s  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  3 . 1 .  F r o m  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n  f o r  a n
F i g .  3 . 1  D e f i n i t i o n  s k e t c h  o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m
i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d ,  ∇ · →u = 0 , a n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  
p o t e n t i a l ,  L a p l a c e ' s  e q u a t i o n  i s  o b t a i n e d :
( 3 .1 )
T h e r e f o r e ,  t h e  p r o b l e m  i s  to  f in d  th e  v e l o c i t y  p o t e n t i a l  Φ, w h i c h  
s a t i s f i e s  L a p l a c e ' s  e q u a t i o n ,  E q .  3 . 1 ,  s u b j e c t  to  a  n u m b e r  o f  p r e ­
s c r i b e d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ;  o n e  o f  t h e s e  i s  t h a t  t h e  f lu i d  d o e s  n o t  
p e n e t r a t e  t h e  s o l i d  b o u n d a r i e s  w h i c h  d e f i n e  t h e  l i m i t s  of t h e  d o m a i n  o f
i n t e r e s t .  T h e r e f o r e ,  t h e  o u t w a r d  n o r m a l  v e l o c i t i e s  a t  t h e  b o u n d a r y  o f
t h e  h a r b o r ,  a t  t h e  c o a s t l i n e ,  a n d  a t  t h e  b o t t o m  a r e  z e r o ,  i . e .  ∂Φ/n = 0 
o n  s o l i d  b o u n d a r i e s .
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T h e  f o r m  of t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  p o t e n t i a l  Φ w h i c h  i s  
s o u g h t  i s :
( 3 .2 )
w h e r e  σ i s  th e  a n g u l a r  f r e q u e n c y ,  d e f i n e d  a s  2π/T (T  i s  t h e  w a v e  p e r i o d ) ,  
i  i s  t h e  i m a g i n a r y  n u m b e r  √ -1 ,  a n d  f ( x , y )  i s  d e f i n e d  a s  t h e  w a v e  
f u n c t i o n  w h i c h  d e s c r i b e s  t h e  v a r i a t i o n  o f  Φ i n  t h e  x  a n d  y  - d i r e c t i o n s .
S u b s t i t u t i n g  E q .  3 . 2  i n to  L a p l a c e ' s  e q u a t i o n  (E q .  3 . 1 )  t h e  
f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  r e s u l t s :
( 3 .3 )
I t  i s  e x p e c t e d  f r o m  c o n s i d e r a t i o n  o f  s m a l l  a m p l i t u d e  w a t e r  w a v e  
t h e o r y  t h a t  t h e  f u n c t i o n  Z (z )  w i l l  b e  i n  a n  e x p o n e n t i a l  f o r m  r a t h e r  t h a n  
i n  a  s i n u s o i d a l  f o r m .  T h e r e f o r e ,  s i n c e  t h e  l e f t - h a n d - s i d e  of E q .  3 . 3  
i s  i n d e p e n d e n t  o f  z a n d  t h e  r i g h t - h a n d - s i d e  i s  i n d e p e n d e n t  o f  x  a n d  y ,  
e a c h  s i d e  c a n  b e  s e t  e q u a l  to  th e  s a m e  c o n s t a n t  c h o s e n  h e r e  a s  - k 2 
to  i n s u r e  Z (z )  v a r y i n g  e x p o n e n t i a l l y .  T h u s  t h e  f o l l o w i n g  s e t  of 
e q u a t i o n s  i s  o b t a i n e d :
(i) ( 3 .4 )
(ii) ( 3 .5 )
T h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  a t  t h e  b o t t o m  i s  dΦ/dz ( x ,  y ,  - h ;  t)  = 0 , in  
w h i c h  t h e  d e p t h  i s  a s s u m e d  c o n s t a n t .  E q .  3 . 4  a n d  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n  a t  t h e  b o t t o m  s u g g e s t  t h e  s o l u t i o n :  Z ( z )  = A o c o s h  k  ( h  +  z ) ,  
w h e r e  A o i s  a  c o n s t a n t  to  b e  d e t e r m i n e d .  T h e  d y n a m i c  f r e e  s u r f a c e
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c o n d i t i o n  f r o m  s m a l l  a m p l i t u d e  w a v e  t h e o r y ,  n e g l e c t i n g  s u r f a c e  
t e n s i o n ,  c a n  b e  c o m b i n e d  w i t h  t h i s  e x p r e s s i o n  a n d  E q .  3 . 2  to  g iv e :
( 3 .6 )
w h e r e  η i s  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  p o s i t i o n  (x, y )  a n d  a t  t h e  t i m e  t ,  
A i i s  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  c r e s t  o f  t h e  i n c i d e n t  w a v e  ( s e e  F i g .
3 . 1 ) ,  a n d  g i s  t h e  a c c e l e r a t i o n  o f  g r a v i t y .
F r o m  E q .  3 . 6  t h e  c o n s t a n t  Ao i s :
T h e r e f o r e ,  t h e  f u n c t i o n  Z ( z )  i n  t h e  v e l o c i t y  p o t e n t i a l ,  E q .  3 . 2 ,  c a n  
b e  e x p r e s s e d  a s :
( 3 .7 )
T h u s  t h e  v e l o c i t y  p o t e n t i a l  Φ b e c o m e s :
( 3 . 8 )
S u b s t i t u t i n g  E q s .  3 . 6  a n d  3 . 8  i n to  t h e  l i n e a r i z e d  k i n e m a t i c  f r e e  
s u r f a c e  c o n d i t i o n  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s m a l l  a m p l i t u d e  w a v e  t h e o r y :
( 3 .9 )
t h e  w e l l  k n o w n  " d i s p e r s i o n  r e l a t i o n "  f o r  w a t e r  w a v e s  i s  o b t a i n e d :
( 3 .1 0 )
- 1 9 -
T h e  d i s p e r s i o n  r e l a t i o n  r e l a t e s  t h e  w a v e  f r e q u e n c y  to  t h e  w a v e  n u m b e r
a n d  t h e  d e p t h  o f  t h e  w a t e r ;  t h e r e f o r e ,  t h e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t ,  k ,  u s e d
i n  E q s .  3 . 4  a n d  3 . 5  i s  t h e  w a v e  n u m b e r ,  k ,  w h i c h  a p p e a r s  i n  t h e
d i s p e r s i o n  r e l a t i o n ,  w h e r e  k  i s  d e f i n e d  a s  2π/L, (L  i s  t h e  w a v e  l e n g t h ) .
In  o r d e r  to  c o m p l e t e  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  v e l o c i t y  p o t e n t i a l  
Φ, i . e .  E q .  3 . 2 ,  t h e  m a i n  p r o b l e m  w h i c h  r e m a i n s  i s  to  d e t e r m i n e  t h e  
w a v e  f u n c t i o n  f (x ,  y ) ,  w h i c h  s a t i s f i e s  E q .  3 . 5 ,  c o m m o n l y  k n o w n  a s  t h e  
H e l m h o l t z  e q u a t i o n  (E q .  3 . 5  i s  r e p e a t e d  h e r e  f o r  c l a r i t y . ):
( 3 . 5 )
s u b j e c t  to  t h e  f o l l o w i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :
(i) ∂f/∂n = 0 a lo n g  a l l  f i x e d  b o u n d a r i e s  s u c h  a s  t h e  c o a s t l i n e  a n d  
t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r  ( w h e r e  n  d e n o t e s  t h e  o u t w a r d  
n o r m a l  f r o m  th e  b o u n d a r y ) .
( ii)  a s  √ x 2 + y 2 → ∞, t h e r e  i s  no  e f f e c t  of t h e  h a r b o r  o n  t h e  w a v e
s y s t e m ;  t h i s  i s  d e f i n e d  a s  t h e  r a d i a t i o n  c o n d i t i o n .  P h y s i ­
c a l l y ,  t h e  r a d i a t i o n  c o n d i t i o n  m e a n s  t h a t  t h e  o u t g o in g  
r a d i a t e d  w a v e  e m a n a t i n g  f r o m  th e  h a r b o r  e n t r a n c e  w i l l  
d e c a y  a t  a n  i n f i n i t e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  h a r b o r .  M a t h e m a t i ­
c a l l y ,  t h e  r a d i a t i o n  c o n d i t i o n  i s  n e e d e d  i n  o r d e r  to  e n s u r e  
a  u n i q u e  s o l u t i o n  o f  w a v e  f u n c t i o n  f  (x, y )  i n  t h e  u n b o u n d e d  
d o m a i n .
In  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n  ( S e c t i o n  3 . 2 )  t h e  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  th e  
H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  E q .  3 . 5 ,  f o r  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  w i l l  b e  
p r e s e n t e d ,  t h e r e b y  a l l o w i n g  o n e  to  d e t e r m i n e  th e  w a v e  i n d u c e d  
o s c i l l a t i o n s  i n  s u c h  a  h a r b o r .
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3 . 2  S O L U T I O N  O F  T H E  H E L M H O L T Z  E Q U A T I O N  F O R  AN 
A R B I T R A R Y  S H A P E D  H A R B O R
T h e  p r o c e d u r e  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  t h e o r y  o f  t h e  
r e s p o n s e  of a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  to  i n c i d e n t  w a v e  s y s t e m s  i s  
a s  f o l l o w s :
(i) T h e  d o m a i n  of i n t e r e s t  s h o w n  i n  F i g .  3 . 2  i s  d i v i d e d  in to  
tw o  r e g i o n s :  t h e  i n f i n i t e  o c e a n  r e g i o n  ( R e g io n  I ) ,  a n d  
t h e  r e g i o n  b o u n d e d  b y  t h e  l i m i t s  o f  t h e  h a r b o r  ( R e g io n  II) .  
T h e  c o a s t l i n e  w h i c h  i n  p a r t  f o r m s  t h e  s h o r e w a r d  l i m i t  o f  
R e g i o n  I i s  l o c a t e d  a lo n g  t h e  x - a x i s  a n d  i s  c o n s i d e r e d  to  
b e  p e r f e c t l y  r e f l e c t i n g  a n d  p e r p e n d i c u l a r  to  t h e  b o t t o m .
(ii)  T h e  w a v e  f u n c t i o n  f1 i s  d e t e r m i n e d  i n  R e g i o n  I i n  t e r m s
of  t h e  u n k n o w n  n o r m a l  d e r i v a t i v e  ∂f1/∂n at the h a r b o r
e n t r a n c e .  L i k e w i s e ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f2 i s  e v a l u a t e d
in  R e g i o n  II  i n  t e r m s  o f  t h e  u n k n o w n  n o r m a l  d e r i v a t i v e
∂f2/n a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .
( i i i )  T h e  c o n d i t i o n  i s  u s e d  t h a t  a t  t h e  e n t r a n c e  t h e  w a v e
a m p l i t u d e  a n d  t h e  s l o p e  o f  t h e  w a t e r  s u r f a c e  o b t a i n e d
f r o m  t h e  s o l u t i o n  i n  R e g i o n  I m u s t  e q u a l  to  t h e s e  q u a n t i t i e s
o b t a i n e d  f r o m  th e  s o l u t i o n  i n  R e g i o n  I I ,  i . e .  w i t h  r e f e r e n c e
to  F i g .  3 . 2 ,  a t  y  =  0 i n  t h e  r e g i o n  b e t w e e n  A a n d  B , f 1 = f 2
a n d  ∂f1/∂n = -(∂f2/∂n). T h i s  " c o n t i n u i t y  c o n d i t i o n "  i s  u s e d  to  
s o l v e  f o r  t h e  u n k n o w n  n o r m a l  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  w a v e
f u n c t i o n  f ,  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e :  ∂f/∂n. (N o te  t h a t  t h e
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F i g .  3 . 2  D e f i n i t i o n  s k e t c h  o f  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r
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n e g a t i v e  s i g n  r e s u l t s  f r o m  t h e  s i g n  c o n v e n t i o n  t h a t  t h e  
o u t w a r d  n o r m a l  to  t h e  d o m a i n  o f  i n t e r e s t  i s  c o n s i d e r e d  
to  b e  p o s i t i v e . )
( iv) O n c e  th e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a t  ∂f2/n
t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i s  o b t a i n e d ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 i n  
R e g i o n  II ,  i . e .  i n s i d e  th e  h a r b o r ,  c a n  t h e n  b e  e v a l u a t e d .
In  t h e  S u b s e c t i o n  3 . 2 . 1 ,  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f2 
i n s i d e  t h e  h a r b o r  i s  p r e s e n t e d ,  f o l l o w e d  b y  t h e  s o l u t i o n  o f  w a v e  
f u n c t i o n  f1 in  th e  i n f i n i t e  o c e a n  r e g i o n  p r e s e n t e d  i n  S u b s e c t i o n  3 . 2 . 2 .  
In  S u b s e c t i o n  3 . 2 . 3  t h e  p r o c e d u r e  f o r  m a t c h i n g  t h e  s o l u t i o n s  a t  th e  
h a r b o r  e n t r a n c e  i s  s h o w n ,  l e a d i n g  to  t h e  d e s i r e d  r e s u l t  o f  th e  
r e s p o n s e  o f  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  to  i n c i d e n t  w a v e  s y s t e m s .
3 . 2 . 1  W a v e  F u n c t i o n  I n s i d e  t h e  H a r b o r  ( R e g io n  II)
In  R e g i o n  II G r e e n ' s  i d e n t i t y  f o r m u l a  ( s e e  A p p e n d i x  I,
E q .  A.1 .1 )  i s  a p p l i e d  a n d  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  o f  t h e  1 s t  k i n d  a n d
z e r o  o r d e r ,  H o(1)(k r ) ,  i s  c h o s e n  to  b e  t h e  f u n d a m e n t a l  s o l u t i o n  o f  t h e
t w o - d i m e n s i o n a l  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  E q .  3 . 5 .  T h e  f u n c t i o n  Ho(1)(k r )
i s  c h o s e n  b e c a u s e  i t  s a t i s f i e s  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  a n d  p o s s e s s e s
th e  p r o p e r  t y p e  o f  s i n g u l a r i t y  a t  t h e  o r i g i n ,  w h i c h  w i l l  b e  d i s c u s s e d .
T h e r e f o r e ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f2 a t  a n y  p o s i t i o n  i n  t h e  d o m a i n  of
i n t e r e s t  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  i n t e g r a l  f o r m  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  v a l u e
o f  f2 a n d  t h e  v a l u e  o f  ∂f2/∂n a t  t h e  b o u n d a r y .  ( T h i s  d e r i v a t i o n  h a s  b e e n  
d i s c u s s e d  b y  B a k e r  a n d  C o p s o n  (1950 )  a n d  i s  r e f e r r e d  to  a s  W e b e r ' s  
s o l u t i o n  of t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ;  i t  i s  p r e s e n t e d  i n  A p p e n d i x  I.)
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( 3 .1 1 )
w h e r e :  f 2 (→x )  i s  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f2 a t  t h e  p o s i t i o n  x  s h o w n  i n  F i g
F i g .  3 . 2 ,
→x  i s  t h e  p o s i t i o n  v e c t o r  o f  t h e  f i e l d  p o i n t  ( x ,  y )  i n s i d e  t h e  
h a r b o r ,
f 2 (→x o ) i s  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 o n  t h e  b o u n d a r y  a t  t h e  p o s i t i o n→xo,
→xo i s  t h e  p o s i t i o n  v e c t o r  o f  t h e  s o u r c e  p o i n t  (xo ,  y o ) o n  t h e  
b o u n d a r y  ( th e  s i g n i f i c a n c e  o f  t h e  s o u r c e  p o i n t  w i l l  b e  
d i s c u s s e d  p r e s e n t l y ) ,
∂f2(→xo)/∂n i s  t h e  o u t w a r d  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  f 2 a t  t h e  b o u n d a r y
s o u r c e  p o i n t  →xo,
r  i s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  f i e l d  a n d  s o u r c e  p o i n t s ,  | →x - →xo|, 
a n d
i  i s  t h e  i m a g i n a r y  n u m b e r  o f  √ -1.
T h e  i n t e g r a t i o n  i n d i c a t e d  b y  E q .  3 . 1 1  i s  to  b e  p e r f o r m e d  a lo n g  
t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r  t r a v e l i n g  i n  a  c o u n t e r c l o c k w i s e  d i r e c t i o n  
a s  i n d i c a t e d  i n  F i g .  3 . 2 .
I t  i s  w o r t h w h i l e  to  p o i n t  o u t  t h a t  s i m i l a r  to  t h e  a r g u m e n t s  u s e d
i n  p o t e n t i a l  t h e o r y ,  E q .  3 . 1 1  r e p r e s e n t s  t h e  p o t e n t i a l  a t  t h e  p o s i t i o n
x  a s  a  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  c o n t r i b u t i o n s  f r o m  t h e  tw o  d i f f e r e n t  k i n d s  o f
s i n g u l a r i t i e s  ( o r  s o u r c e  p o i n t s ) .  L o o k i n g  f i r s t  a t  t h e  s e c o n d  p a r t  i n
th e  i n t e g r a n d  o f  E q .  3 . 1 1 ,  i t  i s  s e e n  t h a t  t h i s  r e p r e s e n t s  a  s i m p l e
s o u r c e  o r  a  s i n k  l o c a t e d  o n  th e  b o u n d a r y  w i t h  s t r e n g t h  (∂/∂n)f 2 (→x o ). O n
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t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  f i r s t  p a r t  i n  t h e  i n t e g r a n d  o f  E q .  3 . 1 1  r e p r e s e n t s  
t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  d o u b l e t s  l o c a t e d  o n  t h e  b o u n d a r y  
w i t h  a  s t r e n g t h  f2 (→x o ). T h e s e  s i n g u l a r i t i e s  a r e  e v i d e n t l y  r e p r e s e n t e d  
b y  E q .  3 . 1 1  b e c a u s e  t h e  a s y m p t o t i c  b e h a v i o r  o f  t h e  i m a g i n a r y  p a r t  of 
t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  H o(1)(k r )  f o r  v e r y  s m a l l  k r  i s  a  l o g a r i t h m i c  
s i n g u l a r i t y :
F r o m  E q .  3 . 1 1 ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  i n  o r d e r  to  b e  a b l e  to  d e t e r m i n e
t h e  w a v e  f u n c t i o n ,  f 2, a t  a n y  i n t e r i o r  p o i n t  o f  R e g i o n  I I ,  e i t h e r  th e  v a lu e  
f 2 o r  t h e  v a l u e  ∂f2/∂n o n  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  r e g i o n  m u s t  b e  k n o w n .  T h e  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  s e t  p r e v i o u s l y  s t a t e d  t h a t  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e
o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  o n  t h e  s o l i d  b o u n d a r y  i s  z e r o ,  i . e .  ∂f2/∂n = 0, b u t
i t s  v a l u e  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i s  u n k n o w n .  A t  t h i s  p o i n t  i n  t h e  
d e r i v a t i o n  t h e  v a l u e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f2 e v e r y w h e r e  o n  th e  
b o u n d a r y  i s  a l s o  u n k n o w n .  In  o r d e r  to  d e t e r m i n e  t h e  w a v e  f u n c t i o n  
f 2 o n  t h e  b o u n d a r y ,  E q .  3 . 1 1  i s  m o d i f i e d  b y  a l l o w i n g  t h e  f i e l d  p o i n t  
→x to  a p p r o a c h  a  b o u n d a r y  p o i n t  →x i ( x i ,  y i )  f r o m  t h e  i n t e r i o r  o f  t h e  
h a r b o r  ( s e e  F i g .  3 . 2 ) .  If  t h e  b o u n d a r y  i s  s e c t i o n a l l y  s m o o t h ,  th e  
f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  c a n  b e  o b t a i n e d :  ( T h i s  d e r i v a t i o n  i s  p r e s e n t e d  
i n  A p p e n d i x  II .)
( 3 . 1 2 )
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R e a r r a n g i n g  E q .  3 .1 2  o n e  o b ta in s :
(3 .1 3 )
To s o lv e  E q .  3 . 1 3  f o r  th e  v a lu e  of f2 on  th e  b o u n d a r y  f o r  a n  
a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r ,  a n  a p p r o x i m a t e  m e th o d  i s  p r o p o s e d .  In th e  
a p p r o x i m a t e  m e th o d  th e  i n t e g r a l  e q u a t io n  i s  c o n v e r t e d  to  a  m a t r i x  
e q u a t io n .  ( S im i l a r  a p p r o a c h e s  u s e d  in  s o lv in g  a n  i n t e g r a l  e q u a t io n  
h a v e  b e e n  e m p lo y e d  b y  o t h e r s ,  e . g . , B a n a u g h  and  G o ld s m i t h  (1963), 
C h e r t o c k  (1964), C o p le y  (1967), M ik h l in  and  S m o l i t s k iy  (1 9 6 7 ) . )  T h is  
i s  a c c o m p l i s h e d  b y  d iv id in g  th e  b o u n d a r y  in to  a  s u f f i c i e n t ly  l a r g e  
n u m b e r  of s e g m e n t s  w h e r e  a lo n g  e a c h  s e g m e n t  th e  a v e r a g e  v a lu e  on  
t h a t  s e g m e n t  of
(3 .1 4 )
w h e r e  th e  b o u n d a r y  i s  d iv id e d  in to  N s e g m e n t s ,  and :
r ij i s  th e  d i s t a n c e  b e t w e e n  th e  p o in t s  →x j an d  →x i an d  i s  d e f in e d  
a s  r ij = | →x j -  →x i | = r i j ,
i s  u s e d .  T he
l in e  i n t e g r a l  of E q .  3 . 1 3 ,  w h ic h  r e p r e s e n t s  th e  w a v e  f u n c t io n  f2 , i s  
a p p r o x i m a t e d  by  a  f in i te  s u m m a t i o n  of th e  c o n t r i b u t i o n s  o f  th e  
s i n g u l a r i t i e s  f r o m  e a c h  s e g m e n t ,  w h e r e  th e  s i n g u l a r i t i e s  a r e  th e  
a v e r a g e  v a l u e s  j u s t  m e n t io n e d  and  a r e  c o n s i d e r e d  to  be  l o c a t e d  a t  
th e  c e n t e r  of e a c h  s e g m e n t .
W r i t i n g  th e  i n t e g r a l  e q u a t io n  E q .  3 .1 3  a s  a  s u m m a t i o n  one  
o b t a i n s :
- 2 6 -
→x i i s  t h e  p o s i t i o n  v e c t o r  f o r  t h e  f i e l d  p o i n t  o n  t h e  b o u n d a r y ,  
→x j i s  t h e  p o s i t i o n  v e c t o r  f o r  t h e  s o u r c e  p o i n t  o n  t h e  b o u n d a r y ,  
a n d
Δs j i s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  j t h  s e g m e n t  o f  t h e  b o u n d a r y .
T h e  s e g m e n t s  o f  t h e  b o u n d a r y  w i l l  b e  n u m b e r e d  c o u n t e r c l o c k w i s e  
s t a r t i n g  f r o m  th e  r i g h t - h a n d - s i d e  o f  t h e  h a r b o r  o p e n in g ;  w i t h  r e f e r e n c e  
to  F i g .  3 . 3  t h e  s t a r t i n g  p o i n t  i s  p o i n t  B . I t  s h o u ld  b e  n o t e d  t h a t  b e c a u s e  
of t h i s  a p p r o x i m a t e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y ,  t h e  o r i g i n a l  c u r v e d  
b o u n d a r y  i s  r e p l a c e d  b y  a  b o u n d a r y  a p p r o x i m a t i n g  i t  a n d  c o m p o s e d  of 
s t r a i g h t - l i n e  s e g m e n t s .
E q .  3 . 1 4  c a n  b e  w r i t t e n  i n  a  m a t r i x  f o r m  a s :
( 3 .1 5 )
o r  r e a r r a n g i n g  t h i s  e x p r e s s i o n :
( 3 .1 6 )
w h e r e  bo = - (i/2) a n d  t h e  f o l l o w i n g  n o t a t i o n  i s  u s e d :  
(3.17a)
(3.17b)
(3.17c)
(3.17d)
(3.17e)
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F i g .  3 . 3  D e f i n i t i o n  s k e t c h  o f  t h e  h a r b o r  b o u n d a r y  a p p r o x i m a t e d  b y  
s t r a i g h t - l i n e  s e g m e n t s
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T h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e s e  m a t r i x  e l e m e n t s  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  
3 . 3  w h i c h  d e a l s  w i t h  t h e  n u m e r i c a l  a n a l y s i s .  I t  s h o u ld  b e  n o t e d  t h a t  
s p e c i a l  c a r e  m u s t  b e  t a k e n  i n  e v a l u a t i n g  t h e  m a t r i c e s ,  e s p e c i a l l y  t h e  
e l e m e n t s  w h e n  i  = j .
If  t h e  i n v e r s e  o f  t h e  m a t r i x  (bo Gn - I) e x i s t s ,  w h e r e  I i s  t h e  
i d e n t i t y  m a t r i x ,  th e  v e c t o r  X c a n  b e  e x p r e s s e d  a s :
( 3 .1 8 )
in  w h i c h  (bo Gn - I ) -1 i s  d e f i n e d  a s  t h e  i n v e r s e  o f  t h e  m a t r i x  (bo Gn - I ) .
T h e  v e c t o r  P  i n  E q s .  3 . 1 6  a n d  3 . 1 8  i n v o l v e  t h e  u n k n o w n  n o r m a l  
d e r i v a t i v e s  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a s  w e l l  a s  t h e  
n o r m a l  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  o n  t h e  b o u n d a r y .  T h e s e  l a t t e r  
v a l u e s  a r e  z e r o ,  i . e .  t h e  v a l u e s  o f  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e
w a v e  f u n c t i o n  f2 f o r  t h e  s e g m e n t  i  = p  +  l ,  . . . . . N  a r e  z e r o .  T h e  v e c t o r
P  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y :
( 3 .1 9 )
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i n  w h i c h , ( th e  i n d e x  i = 1, 2 ,  . . . . . N, a n d  t h e
i n d e x  j  = l ,  2 ,  . . . . . p ) .  S in c e  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  s e g m e n t  i n to  w h i c h  t h e
h a r b o r  e n t r a n c e  i s  d i v i d e d  i s  d e f i n e d  a s  p ,  t h e  v a l u e s  o f  C j f o r
j  = l ,  2 ,  . . . . . p  a r e  t h e  u n k n o w n  n o r m a l  d e r i v a t i v e s  o f  w a v e  f u n c t i o n  f2
a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  w h i c h  i s  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  u n k n o w n  v e c t o r
C .
S u b s t i t u t i n g  E q .  3 . 1 9  i n to  E q .  3 . 1 6  a n d  E q .  3 . 1 8  t h e  f o l l o w i n g  
m a t r i x  e q u a t i o n  r e s u l t s :
( 3 . 2 0 )
o r  r e a r r a n g i n g :
( 3 .2 1 )
w h e r e i s  a  N  x  p  m a t r i x  a n d  c a n  b e  c o m p u t e d
d i r e c t l y .
E q .  3 . 2 1  s h o w s  t h a t  t h e  w a v e  f u n c t i o n  o n  t h e  b o u n d a r y ,
c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  u n k n o w n  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  f2 
a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  i . e . :
( 3 .2 2 )
w h e r e  i  = l ,  2 ,  3  .  .  .  .  .  N.
I f  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  C 1, C 2 , C 3 ,  . . . . . 
Cp a t  t h e  e n t r a n c e  o f  t h e  h a r b o r  ( w h i c h  a t  t h i s  p o i n t  a r e  
u n k n o w n )  c a n  b e  o b t a i n e d ,  t h e n  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f2 o n  t h e  b o u n d a r y  
o f  t h e  h a r b o r  c a n  b e  c o m p u t e d  d i r e c t l y  f r o m  E q .  3 . 2 2 .  (It s h o u ld  b e  
n o t e d  t h a t  E q .  3 . 2 2  c a n  a l s o  b e  i n t e r p r e t e d  a s  t h e  c o n t r i b u t i o n  to  t h e
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w a v e  f u n c t i o n  o n  th e  b o u n d a r y  a t  a  p a r t i c u l a r  p o i n t  f r o m  t h e  s u p e r ­
p o s i t i o n  o f  t h e  e f f e c t  o f  p  s m a l l  h a r b o r  o p e n i n g s ) .  O n c e  t h e  w a v e  
f u n c t i o n  f 2 o n  t h e  b o u n d a r y  i s  k n o w n ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n  i n  t h e  i n t e r i o r  
o f  t h e  h a r b o r  c a n  b e  e v a l u a t e d  f r o m  E q .  3 . 1 1  e x p r e s s e d  i n  d i s c r e t e  
f o r m  a s :
( 3 .2 3 )
w h e r e  x  i s  t h e  f i e l d  p o i n t  i n s i d e  t h e  h a r b o r ,  r  i s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  
t h e  f i e l d  p o i n t  a n d  t h e  s o u r c e  p o i n t .  E q .  3 . 2 3  w i l l  b e  d i s c u s s e d  in  
m o r e  d e t a i l  i n  S u b s e c t i o n  3 . 2 . 3 .
In  o r d e r  to  e v a l u a t e  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e s  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e :
C 1, C 2 ,  . . . . . Cp i n  E q .  3 . 2 2 ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 1 i n  R e g i o n  I a t  t h e
e n t r a n c e  o f  t h e  h a r b o r  m u s t  b e  e x p r e s s e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  s a m e
n o r m a l  d e r i v a t i v e s :  C 1, C 2 ,  . . . . . C p . B y  m a t c h i n g  t h e s e  w a v e
f u n c t i o n s  f 1 a n d  f2 a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e s
C 1, C 2 ,  . . . . . Cp c a n  b e  e v a l u a t e d  f r o m  t h e  r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n  a n d
t h e  c o m p l e t e  s o l u t i o n  to  t h e  r e s p o n s e  p r o b l e m  c a n  b e  o b t a i n e d .
3 . 2 . 2  W a v e  F u n c t i o n  O u t s i d e  t h e  H a r b o r  ( R e g io n  I)
In  E q .  3 . 6 ,  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  η i s  e x p r e s s e d  a s  a  p r o d u c t  
o f  t h e  i n c i d e n t  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  c r e s t  A i , t h e  w a v e  f u n c t i o n  f  ( x ,  y ) ,  
a n d  t h e  t i m e  v a r y i n g  f u n c t i o n  e- i σ t . B e c a u s e  t h e  a n a l y t i c a l  t r e a t m e n t  
i s  l i n e a r ,  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  i n  R e g i o n  I c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  
c o m p o s e d  of t h r e e  s e p a r a t e  p a r t s :  a n  i n c i d e n t  w a v e ,  a  r e f l e c t e d  w a v e ,  
( f r o m  th e  " c o a s t l i n e "  w i t h  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  c l o s e d ) ,  a n d  a  r a d i a t e d  
w a v e  e m a n a t i n g  f r o m  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  T h u s ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n
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i n  R e g i o n  I c a n  b e  s e p a r a t e d  i n to  t h r e e  p a r t s :
( 3 . 2 4 )
w h e r e :  f. r e p r e s e n t s  a n  i n c i d e n t  w a v e  f u n c t i o n ,
fr r e p r e s e n t s  a  r e f l e c t e d  w a v e  f u n c t i o n  c o n s i d e r e d  to  o c c u r  
a s  i f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  w e r e  c l o s e d ,  
f3 r e p r e s e n t s  t h e  r a d i a t e d  w a v e  f u n c t i o n  d u e  to  t h e  p r e s e n c e  
o f  t h e  h a r b o r .
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  E q .  3 . 2 4  i m p l i e s  t h a t  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  in
R e g i o n  I, i s  e q u i v a l e n t  to
T h i s  i m p l i e s  t h a t  a n y  d i f f e r e n c e s  a m o n g  t h e  w a v e  a m p l i t u d e s  f o r  th e  
t h r e e  p o r t i o n s :  η i , ηr, a n d  η 3 , c o m p a r e d  to  t h e  a m p l i t u d e  o f  η 1 
a r e  i n c o r p o r a t e d  i n  c o n s t a n t s  c o n t a i n e d  i n  t h e  w a v e  f u n c t i o n s :  f i , f r , 
a n d  f3.
T h e  i n c i d e n t  w a v e  f u n c t i o n ,  f i ,  c a n  b e  s p e c i f i e d  i n  a n  a r b i t r a r y  
f a s h i o n ;  f o r  e x a m p l e ,  a  p e r i o d i c  i n c i d e n t  w a v e  w i t h  t h e  w a v e  r a y  a t  
a n  a n g l e  a  to  t h e  x - a x i s  ( th e  c o a s t l i n e  i n  F i g .  3. 2) c a n  b e  r e p r e s e n t e d
a s T h e  r e f l e c t e d  w a v e  f u n c t i o n  f r ,
c a n  b e  r e p r e s e n t e d  by  f r (x, y) = f i (x, - y ) .  F o r  t h e  c a s e  o f  a  p e r i o d i c  
i n c i d e n t  w a v e  w i t h  t h e  w a v e  r a y  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  c o a s t l i n e  (α =  9 0 ° ) ,  
t h e  f u n c t i o n  w h i c h  r e p r e s e n t s  t h e  x  a n d  y  v a r i a t i o n  o f  t h e  i n c i d e n t  
w a v e ,  fi ( x ,  y ) ,  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  ½ c o s  k y .  T h i s  i s  t h e  c a s e  w h i c h  
w a s  t r e a t e d  e x p e r i m e n t a l l y  i n  t h i s  s t u d y  a n d  t h e r e f o r e  t h e  f o l l o w i n g  
d i s c u s s i o n  w i l l  b e  c o n c e r n e d  w i t h  p e r i o d i c  w a v e s  n o r m a l l y  i n c i d e n t  
to  t h e  c o a s t l i n e .
- 3 2 -
T h e  w a v e  f u n c t i o n  f 1 i n  E q .  3 . 2 4  m u s t  s a t i s f y  t h e  H e l m h o l t z  
e q u a t i o n  i n  R e g i o n  I (E q .  3 . 5 ) :
( 3 . 2 5 )
w i t h  t h e  f o l l o w i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :
(i) o n  b o u n d a r y  A C  a n d  B C '  ( a s  s h o w n  i n  F i g .  3 . 2 ) ,
(i i ) o n  b o u n d a r y  A B  ( h a r b o r  e n t r a n c e ) ,
( i i i ) a n d  t h e  r a d i a t i o n  c o n d i t i o n  ( w h e r e  r 2 =  x 2  + y 2 ).
B o u n d a r y  c o n d i t i o n  (i) s t a t e s  t h a t  t h e  n o r m a l  v e l o c i t y  i s  z e r o  a t  
t h e  c o a s t l i n e .  T h e  s e c o n d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( ii)  s t a t e s  t h a t  t h e  s l o p e  
o f  t h e  w a t e r  s u r f a c e  i s  c o n t i n u o u s  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a n d  t h e  v a l u e  
f r o m  R e g i o n  I i s  e q u a l  i n  m a g n i t u d e  to  t h a t  o b t a i n e d  a t  t h e  e n t r a n c e  
f r o m  R e g i o n  I I .  T h e  n e g a t i v e  s i g n  i s  s p e c i f i e d  f o r  t h e  a d a p t e d  s ig n  
c o n v e n t i o n  t h a t  t h e  o u t w a r d  n o r m a l  to  t h e  d o m a i n  o f  i n t e r e s t  i s  c o n ­
s i d e r e d  p o s i t i v e .  F o r  t h e  c a s e  o f  n o r m a l  w a v e  i n c i d e n c e  i n  F i g .  3 . 2  
i t  i s  n o t e d  t h a t  t h e  n o r m a l  to  t h e  b o u n d a r y  i n  R e g i o n  I i s  i n  t h e  d i r e c ­
t i o n  o f  t h e  y - a x i s .  T h e  l a s t  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( i i i )  s p e c i f i e s  t h a t  
t h e  r a d i a t e d  w a v e  i n  R e g i o n  I e m a n a t i n g  f r o m  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  
w i l l  d e c a y  to  z e r o  a t  i n f i n i t y ,  h e n c e  a t  i n f i n i t y  o n l y  t h e  s t a n d i n g  w a v e  
r e s u l t i n g  f r o m  t h e  i n c i d e n t  a n d  r e f l e c t e d  w a v e s  r e m a i n s .
A s m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  t h e  r e f l e c t e d  w a v e  f u n c t i o n  fr i s  k n o w n
o n c e  t h e  i n c i d e n t  w a v e  f u n c t i o n  f 1 i s  s p e c i f i e d .  T h e r e f o r e ,  to  c o m p l e t e  
t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 1,  t h e  m a i n  p r o b l e m  i s  to  e v a l u a t e  
t h e  r a d i a t e d  w a v e  f u n c t i o n  f 3 . S i n c e  t h e  a n a l y t i c a l  t r e a t m e n t  i s  l i n e a r ,
- 3 3 -
t h e  f u n c t i o n s  f i , f r , a n d  f 3 a l l  m u s t  s a t i s f y  t h e  s a m e  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n ,  E q .  3 . 2 5 .  In  a d d i t i o n  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  i n  R e g i o n  I 
c a n  b e  s i m p l i f i e d  s i n c e  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  i s  
z e r o  on  t h e  i m p e r m e a b l e  b o u n d a r i e s  b e i n g  c o n s i d e r e d .  W ith  r e f e r e n c e
to  F i g .  3 . 2 ,  o n  t h e  b o u n d a r y a n d
h e n c e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( ii)  c a n  b e  r e p l a c e d  b y a t  h a r b o r
e n t r a n c e  ( b o u n d a r y  AB). T h u s ,  t h e  r a d i a t i o n  f u n c t i o n  f3 i n  R e g i o n  I 
c a n  b e  f o r m u l a t e d  a s  s a t i s f y i n g  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n :
( 3 .2 6 )
w i t h  t h e  f o l l o w i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :
(i) o n  b o u n d a r y  A C  a n d  B C ' ( a s  s h o w n  i n  F i g .  3 . 2 ) ,
(i i ) o n  b o u n d a r y  A B  ( h a r b o r  e n t r a n c e ) ,
( i i i ) a n d  t h e  r a d i a t i o n  c o n d i t i o n  ( w h e r e  r 2 = x 2 + y 2 ) .
I t  i s  n o t e d  t h e  t h e s e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  r e d u c e d  f r o m  t h o s e  
a s s o c i a t e d  w i t h  E q .  3 . 2 5 .
To c o n s t r u c t  a  s o l u t i o n  f o r  t h e  r a d i a t e d  w a v e  f u n c t i o n  f3 in  
E q .  3 . 2 6 ,  G r e e n ' s  i d e n t i t y  f o r m u l a  ( A p p e n d ix  I, E q .  A .1 .1 ) w i l l  b e  
u s e d  a g a i n  a n d  t h e  f u n d a m e n t a l  s o l u t i o n  H o(1)(k r )  u s e d  i n  p r e v i o u s  
s e c t i o n  w i l l  b e  u s e d  h e r e  a l s o .  T h e  f u n d a m e n t a l  s o l u t i o n  Ho(1)(kr) a l s o  
s a t i s f i e s  t h e  r a d i a t i o n  c o n d i t i o n  a t  i n f i n i t y ,  i . e .  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  
( i i i ) ,  s i n c e  a s  k r →∞ i t  a s y m p t o t i c a l l y  g o e s  to  z e r o :
( 3 .2 7 )
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If  t h e  f u n d a m e n t a l  s o l u t i o n  i s  m u l t i p l i e d  b y  t h e  t i m e  d e p e n d e n t  f u n c t i o n  
e- i σ t , t h e  r e s u l t a n t  e x p r e s s i o n  r e p r e s e n t s  a n  o u t g o i n g  r a d i a t e d  w a v e  
s a t i s f y i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( i i i )  ( s e e  A p p e n d i x  I):
( 3 .2 8 )
T h e  r a d i a t e d  w a v e  f u n c t i o n  f 3 in  R e g i o n  I c a n  b e  e x p r e s s e d  
u s i n g  W e b e r ' s  f o r m u l a  i n  a  s i m i l a r  f a s h i o n  a s  E q .  3 . 1 1  w a s  u s e d  
f o r  t h e  e x p r e s s i o n  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 i n  R e g i o n  I I :
( 3 . 2 9 )
w h e r e  →x o i s  t h e  s o u r c e  p o i n t  (xo , 0) a lo n g  t h e  x - a x i s ,  x  i s  t h e  f i e l d
p o i n t  ( x ,  y ) i n  R e g i o n  I ,  a n d  r  i s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  f i e l d  p o i n t
a n d  t h e  s o u r c e  p o i n t ,  i . e . ( s e e  F i g .  3 . 2 ) .
In  o r d e r  to  f in d  t h e  r a d i a t e d  w a v e  f u n c t i o n  f 3 o n  t h e  x - a x i s ,  t h e  
f i e l d  p o i n t  (x , y) i s  a l l o w e d  to  a p p r o a c h  t h e  x - a x i s  a t  t h e  p o i n t  (xi , 0 ) . 
( T h i s  a p p r o a c h  i s  t h e  s a m e  a s  i n  t h e  t r e a t m e n t  o f  R e g i o n  I I . ) T h u s ,  
t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d  ( s e e  A p p e n d i x  II) :
( 3 .3 0 )
T h e  t e r m i n  t h e  i n t e g r a l  c a n  b e  e x p a n d e d  to  b e c o m e
H o w e v e r ,  b e c a u s e  t h e  f i e l d  p o i n t  →x i (xi , 0) a n d  t h e
s o u r c e  p o i n t  →x o (x o , 0) a r e  a l l  o n  t h e  x - a x i s ,  t h e  t e r m  ∂r/n i s  e q u a l  to
z e r o .  T h e r e f o r e ,  t h e  f i r s t  t e r m  i n s i d e  t h e  i n t e g r a l  i n  E q .  3 . 3 0  i s
e q u a l  to  z e r o  a n d  c a n  b e  e l i m i n a t e d .  In  t h e  s e c o n d  t e r m ,  ∂f3/∂n(x o , 0 ), 
t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  r a d i a t e d  w a v e  f u n c t i o n  f 3 , i s  e q u a l  to  z e r o
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e v e r y w h e r e  e x c e p t  a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  T h e  i n t e g r a l  u n i t  
d s ( x o ,  0) b e c o m e s  d x o b e c a u s e  t h e  i n t e g r a t i o n  i s  to  b e  p e r f o r m e d  a lo n g  
x - a x i s .  T h u s ,  E q .  3 . 3 0  c a n  b e  s i m p l i f i e d  to :
( 3 .3 1 )
U s i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( ii )  o f  E q .  3 . 2 6 ,  E q .  3 . 3 1  c a n  b e  r e w r i t t e n  
a s :
( 3 .3 2 )
E q .  3 . 3 2  s h o w s  t h a t  t h e  r a d i a t i o n  w a v e  f u n c t i o n  f 3 a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  u n k n o w n  n o r m a l  d e r i ­
v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  c o m p u t e d  f r o m
R e g i o n  I I ,  i . e .  i n  t e r m s  o f
E q .  3 . 3 2  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  s u m m a t i o n  f o r m  s i m i l a r  t o  E q .
3 . 2 2 :
( 3 .3 3 )
w h e r e  t h e  m a t r i x i s  a  p  x  p  m a t r i x  ( th e  e v a l u a t i o n
o f  t h e  e l e m e n t s  o f  t h i s  m a t r i x  e s p e c i a l l y  f o r  i  = j w i l l  b e  d i s c u s s e d  in  
S u b s e c t i o n  3 . 3 . 3 ), r ij i s  t h e  d i s t a n c e  | x i -  x j |  w h e r e i n  x i , x j a r e  t h e  
m i d p o i n t s  o f  t h e  i t h  a n d  j t h  s e g m e n t s  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  r e s p e c t ­
i v e l y .  T h e  t e r m  C. in  E q .  3 . 3 3  i s  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e
f u n c t i o n  f 2 a t  t h e  jth s e g m e n t  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  Δsj i s t h e  l e n g t h  
o f  t h e  jth s e g m e n t  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  a n d  p  i s  t h e  t o t a l  n u m b e r  
o f  s e g m e n t s  i n to  w h i c h  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  h a s  b e e n  d i v i d e d .
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B e c a u s e  t h e  i n c i d e n t  w a v e  f u n c t i o n  p l u s  t h e  r e f l e c t e d  w a v e  
f u n c t i o n  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  fi + f r , i s  a  c o n s t a n t ,  b y  s u b s t i t u t i n g  
E q .  3 . 3 3  i n to  E q .  3 . 2 4  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 1 a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  
c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s :
( 3 .3 4 )
w h e r e  i  = l ,  2 ,  . . . . . p .  T h e  f i r s t  t e r m  a t  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  E q .  3 . 3 4
r e p r e s e n t s  t h e  i n c i d e n t  w a v e  p l u s  t h e  r e f l e c t e d  w a v e  i f  t h e  e n t r a n c e  
i s  c l o s e d  a n d  f o r  c o n v e n i e n c e  i t  i s  c h o s e n  a s  u n i t y ;  t h e  s e c o n d  t e r m  
r e p r e s e n t s  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  t h e  r a d i a t e d  w a v e  to  t h e  t o t a l  w a v e  
s y s t e m .
3 . 2 . 3  M a t c h i n g  t h e  S o l u t i o n  f o r  E a c h  R e g i o n  a t  t h e  H a r b o r  
E n t r a n c e
E q .  3 . 2 2  s h o w s  t h a t  f r o m  t h e  s o l u t i o n  i n  R e g i o n  I I ,  t h e
w a v e  f u n c t i o n  a t  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s
of  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e s  of t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 a t  t h e  e n t r a n c e  o f  t h e
h a r b o r ,  C j . T h e  c o r r e s p o n d i n g  e q u a t i o n  i n  R e g i o n  I ,  E q .  3 . 3 4  s h o w s
t h a t  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  c a n  a l s o  b e  e x p r e s s e d  a s
a  f u n c t i o n  o f  C j. S i n c e  t h e  w a t e r  s u r f a c e  m u s t  b e  c o n t i n u o u s  a t  t h e  
h a r b o r  e n t r a n c e ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n s  f r o m  R e g i o n s  I a n d  II  m u s t  b e
e q u a l  a t  t h e  e n t r a n c e ,  i . e .  f1 = f 2 . T h u s ,  b y  m a t c h i n g  t h e  tw o  s o l u t i o n s
a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  o n e  i s  a b l e  to  d e t e r m i n e  t h e  u n k n o w n  f u n c t i o n
C j. T h i s  i s  d o n e  i n  t h e  f o l l o w i n g  f a s h i o n :
T a k e  t h e  f i r s t  p  e q u a t i o n s  f r o m  E q .  3 . 2 2  f o r  t h e  w a v e  f u n c t i o n  
f 2 a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e :
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( 3 .3 5 )
i n  w h i c h  t h e  i n d e x  i  =  l ,  2 ,  . . . . . p ,  (p i s t h e  n u m b e r  o f  s e g m e n t s  i n to
w h i c h  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i s  d i v id e d ) .  T h e  m a t r i x  M p i n  E q .  3 . 3 5  i s  a  
p  x  p  m a t r i x  o b t a i n e d  f r o m  t h e  f i r s t  p  r o w s  o f  t h e  m a t r i x  M .
E q u a t i n g  E q s .  3 . 3 4  a n d  3 . 3 5 ,  i .e . f 1 (→x i ) = f 2 (→x i ), f o r  i  = 1, 2 ,  . . . . p  
t h e  f o l l o w i n g  m a t r i x  e q u a t i o n  i s  o b t a i n e d :
(3 .3 6 a )
(3.36b )
w h e r e  M p a n d  H a r e  e a c h  p  x  p  m a t r i c e s ,  (M p - b o H)- 1 i s  t h e  i n v e r s e
o f  t h e  m a t r i x  (M p -  bo H ) ,  t h e  t e r m  bo i s  e q u a l  to  - i/2 a s  d e f i n e d  e a r l i e r ,  
a n d  1 i s  t h e  v e c t o r  w i t h  e a c h  p  e l e m e n t  e q u a l  to  u n i t y .  T h e r e f o r e ,  t h e  
v a l u e  o f  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e  f o r  e a c h  o f  t h e  p - s e g m e n t s ,  C , c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  E q .
3 .3 6 b .
W i th  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e  o b t a i n e d  b y  t h i s  m a t c h i n g  p r o c e d u r e ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n  o n  t h e  
b o u n d a r y  c a n  n o w  b e  c a l c u l a t e d  f r o m  E q .  3 . 2 2  a n d  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a t  
a n y  p o s i t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r  c a n  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  E q .  3 . 2 3  o r  t h e  
e q u i v a l e n t  e x p r e s s i o n :
( 3 .3 7 )
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w h e r e  →x j. i s  a t  t h e  m i d - p o i n t  o f  t h e  j t h  s e g m e n t  o f  t h e  b o u n d a r y ,  x  i s  
t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  i n t e r i o r  p o i n t  a n d  r  i s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  →x j a n d  
x ,  i . e .  r  = |→x j -  →x | . I t  s h o u ld  b e  n o t e d  t h a t  E q .  3 . 2 3  i s  w r i t t e n  i n  t h e  
f o r m  o f  E q .  3 . 3 7  b e c a u s e  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  
a t  t h e  b o u n d a r y  i s  z e r o  e x c e p t  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .
In  o r d e r  to  d e t e r m i n e  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  h a r b o r  to  i n c i d e n t  
w a v e s ,  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  i n s i d e  t h e  h a r b o r  i s  u s u a l l y  c o m p a r e d  to  
t h e  i n c i d e n t  p l u s  t h e  r e f l e c t e d  w a v e  a m p l i t u d e  w h i c h  e x i s t s  in  t h e  " o p e n -  
s e a "  i n  t h e  a b s e n c e  o f  t h e  h a r b o r ,  i . e .  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i s  c l o s e d .
A p a r a m e t e r  c a l l e d  t h e  " a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r "  i s  d e f i n e d  a s  t h e  r a t i o  o f  
t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  a n y  p o s i t i o n  (x, y )  i n s i d e  t h e  h a r b o r  to  t h e  i n c i d e n t  
p l u s  r e f l e c t e d  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  c o a s t l i n e  (w i th  t h e  e n t r a n c e  c l o s e d ) .
( 3 . 3 8 )
In  E q .  3 . 3 8 ,  R i s  d e f i n e d  a s  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r .  T h e  w a v e  
f u n c t i o n  f 2 (x, y) i s  a  c o m p l e x  n u m b e r ;  t h e r e f o r e ,  i n  c o m p u t i n g  t h e  w a v e  
a m p l i t u d e  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  i s  t a k e n .
3 . 2 . 4  V e l o c i t y  a t  t h e  H a r b o r  E n t r a n c e
W ith  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 (x, y )  d e t e r m i n e d  i n  S u b s e c t i o n  
3 . 2 . 3 ,  t h e  c a l c u l a t i o n  of t h e  v e l o c i t y  p o t e n t i a l  Φ(x , y ,  z ;  t )  f o r  t h e  r e g i o n  
i n s i d e  t h e  h a r b o r  i s  n o w  c o m p l e t e :
( 3 .3 9 )
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In  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  d e f i n i t i o n  s k e t c h  p r e s e n t e d  i n  F i g .  3 . 1 ,  
t h e  v e l o c i t i e s  a t  t h e  p o s i t i o n  (x, y ,  z) i n  t h e  d i r e c t i o n s  o f  x ,  y ,  z a r e  
d e f i n e d  a s  f o l l o w s :
(3 .4 0 a )
( 3 .4 0 b )
(3.4 0 c )
a n d  t h e  t o t a l  v e l o c i t y  a t  a n y  p o s i t i o n  (x, y ,  z )  a n d  t i m e  t ,  c a n  b e  
e x p r e s s e d  a s :
(3.4 0 d )
T h e  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i s  o f  i n t e r e s t  b e c a u s e  i t  i s  
d i r e c t l y  r e l a t e d  to  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  t r a n s m i t t e d  i n to  t h e  h a r b o r .  T h i s  
t o t a l  v e l o c i t y  V* i s  a  p e r i o d i c  f u n c t i o n  o f  t i m e .  In  o r d e r  t o  f in d  t h e  
m a x i m u m  t o t a l  v e l o c i t y  f o r  a l l  t i m e ,  t h e  f u n c t i o n  V* (x, y ,  z ;  t )  i s  d i f f e r ­
e n t i a t e d  w i t h  r e s p e c t  to  t i m e  a n d  t h e  d e r i v a t i v e  i s  s e t  e q u a l  to  z e r o ;  
f r o m  t h i s  c o n d i t i o n  o n e  c a n  d e t e r m i n e  t h e  t i m e  f o r  w h i c h  t h e  v e l o c i t y  
i s  a  m a x i m u m .  T h u s ,  t h e  m a x i m u m  t o t a l  v e l o c i t y ,  w h i c h  i s  d e n o t e d  
a s  V *o , a t  a  p a r t i c u l a r  p o s i t i o n  (x, o ,  z )  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  c a n  b e  
c a l c u l a t e d  a s  f o l l o w s :
( 3 .4 1 )
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w h e r e :
w h e r e i n  t h e  s u b s c r i p t s  R a n d  I w h i c h  a p p e a r  i n  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  
α 1 , α 2 , α3 d e n o t e  t h e  r e a l  p a r t  a n d  i m a g i n a r y  p a r t  r e s p e c t i v e l y .
A s  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  S u b s e c t i o n  6. 2 . 5, e x p e r i m e n t s  w e r e  
c o n d u c t e d  to  m e a s u r e  t h e  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  u s i n g  a  h o t -  
f i l m  a n e m o m e t e r .  T h e  h o t - f i l m  s e n s o r  w a s  o r i e n t e d  w i t h  i t s  l o n g ­
i t u d i n a l  a x i s  p a r a l l e l  b o t h  to  t h e  " c o a s t l i n e "  a n d  t h e  b o t t o m ,  a n d ,  h e n c e ,  
i t  w a s  p r i m a r i l y  s e n s i t i v e  to  t h e  v e l o c i t i e s  i n  t h e  y  a n d  z d i r e c t i o n s  
( th e  v  a n d  w  c o m p o n e n t s  r e s p e c t i v e l y ) .  F o r  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  
e x p e r i m e n t a l  d a t a  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e  o f  t h e  m a x i m u m  r e s u l t a n t  
v e l o c i t y  o f  t h e  v  a n d  w  c o m p o n e n t s ,  w h i c h  i s  d e n o t e d  a s  Vo , c a n  b e  
d e t e r m i n e d  b y  s e t t i n g  u 2 e q u a l  to  z e r o  i n  E q .  3 . 4 0 d  ( o r  A 1 = 0 i n  
E q .  3 . 4 1 ) :
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( 3 .4 2 )
w h e r e  A 2 , A 3 , α 2 , a n d  α 3 a r e  d e f i n e d  i n  E q .  3 . 4 1 .
3 . 3  T H E  N U M E R I C A L  A N A L Y S IS
S e c t i o n  3 . 2  w a s  c o n c e r n e d  o n l y  w i t h  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  of 
t h e  W e b e r ' s  s o l u t i o n  o f  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  (E q .  3 . 1 1 )  i n to  a n  
i n t e g r a l  e q u a t i o n  (E q .  3 . 1 3 )  a n d  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  a n  a p p r o x i m a t e  
s o l u t i o n  to  t h i s  i n t e g r a l  e q u a t i o n .  In  t h i s  s e c t i o n  t h e  m e t h o d s  f o r  
e v a l u a t i n g  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i c e s  d e f i n e d  i n  E q s .  3 . 1 5  a n d  3 . 3 3  
w i l l  b e  d i s c u s s e d  a s  w e l l  a s  t h e  n u m e r i c a l  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  t h e  
w a v e  f u n c t i o n  f2 i n  R e g i o n  I I  a n d  t h e  m a t c h i n g  p r o c e d u r e .
3 . 3 . 1  R e g i o n  II:  E v a l u a t i o n  o f  M a t r i c e s  D e f in e d  i n  E q .  3 . 1 5
i) O f f - d i a g o n a l  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  Gn
A s  d e f i n e d  i n  E q .  3 . 1 4  t h e  n o t a t i o n  →x i (x i , y i) i s  u s e d  f o r
i  = 1, 2 ,  . . . . . N , to  r e f e r  to  t h e  f i e l d  p o i n t s ,  a n d  t h e  n o t a t i o n  →xj (x j ,  y j )
f o r  j  = 1, 2 , .  .  .  .  .  N  i s  u s e d  to  r e f e r  to  t h e  s o u r c e  p o i n t s .  T h e  e l e m e n t s
(Gn )ij f o r  i  ≠ j c a n  b e  e v a l u a t e d  a s  f o l l o w s :
( 3 .4 3 )
i n  w h i c h i s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  m i d ­
p o i n t s  o f  t h e  i t h  s e g m e n t  a n d  t h e  j t h s e g m e n t  o f  t h e  b o u n d a r y .  T h e  
H a n k e l  f u n c t i o n  H 1(1)(k r i j ) in  E q .  3 . 4 3  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  
B e s s e l  f u n c t i o n s  b y  t h e  e q u a t i o n s :
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( 3 .4 4 )
H e n c e ,  E q .  3 . 4 4  i s  k n o w n  o n c e  t h e  a r g u m e n t  k r ij i s  k n o w n .
T h e  t e r m i n  E q .  3 . 4 3  c a n  b e  e v a l u a t e d  a s  f o l l o w s :
( 3 .4 5 )
In  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  E q .  3 . 4 5  t h e  d i f f e r e n t i a t i o n  w i t h  r e s p e c t  to
t h e  o u t w a r d  n o r m a l  d i r e c t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y ,  n ,  i . e . a n d
c a n  b e  c h a n g e d  i n to  d i f f e r e n t i a t i o n  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  t a n g e n t i a l
d i r e c t i o n  a lo n g  t h e  b o u n d a r y ,  ∂/∂s. T h e r e f o r e ,  a c c o r d i n g  to  t h e
d e f i n i t i o n  s k e t c h  o f  F i g .  3 . 4 ,  E q .  3 . 4 5  c a n  b e  r e w r i t t e n  a s :
( 3 .4 6 )
R e f e r r i n g  to  t h e  d e f i n i t i o n  o f  r ij a n d  p e r f o r m i n g  t h e  d i f f e r e n t i a t i o n  o f
a n d E q .  3 . 4 6  b e c o m e s :
( 3 .4 7 )
W r i t i n g  t h e  t e r m s a n d i n  d i f f e r e n c e  f o r m  E q .  3 . 4 7  b e c o m e s :
( 3 .4 8 )
T h e r e f o r e ,  t h e  o f f - d i a g o n a l  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  Gn  c a n  b e  e v a l u a t e d  
b y  s u b s t i t u t i n g  E q s .  3 . 4 4  a n d  3 . 4 8  i n to  E q .  3 . 4 3 .
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F i g .  3 . 4  C h a n g e  o f  d e r i v a t i v e s  f r o m  n o r m a l  to  t a n g e n t i a l  d i r e c t i o n
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i i )  D i a g o n a l  e l e m e n t s  o f  t h e  M a t r i x  Gn
F o r  m a t r i x  Gn , s i n c e  t h e  s o u r c e  a n d  f i e l d  p o i n t s  a r e  l o c a t e d  
a t  t h e  m i d - p o i n t  o f  t h e  s t r a i g h t - l i n e  s e g m e n t s  w h i c h  h a v e  b e e n  u s e d  
to  a p p r o x i m a t e  t h e  b o u n d a r y ,  t h e  d i a g o n a l  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  Gn 
c o r r e s p o n d  to  t h e  c o n d i t i o n  o f  t h e  c o i n c i d e n c e  o f  a  p a r t i c u l a r  f i e l d  
p o i n t  a n d  s o u r c e  p o i n t .  D u e  to  t h e  s i n g u l a r  b e h a v i o r  o f  t h e  H a n k e l  
f u n c t i o n  H 1(1)(k r )  a s  k r →0, s p e c i a l  a t t e n t i o n  m u s t  b e  g i v e n  i n  
e v a l u a t i n g  t h e s e  d i a g o n a l  e l e m e n t s .
T h e  f u n c t i o n  Y 1 (x) i n  E q .  3 . 4 4  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  a  s e r i e s  a s  
( s e e  H i l d e b r a n d  (1 9 6 2 )  p .  147):
( 3 .4 9 )
in  w h i c h  γ  = 0 . 5 7 7 2 1 6  . . . i s  t e r m e d  E u l e r ' s  c o n s t a n t ,  a n d  t h e  l o g a r i t h m
i s  to  t h e  N a p e r i a n  b a s e  e ( =  2 . 7 1 2 8 ) ,  ( a l l  l o g a r i t h m s  w i l l  b e  to  t h i s
b a s e  u n l e s s  i n d i c a t e d  o t h e r w i s e ) .  T h e  r e a l  p a r t  o f  H a n k e l  f u n c t i o n
H1(1)(kr) p r e s e n t e d  i n  E q .  3. 4 4  i s  J 1 ( k r )  w h i c h  i s  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  
to  kr/2 w h e n  k r  b e c o m e s  v e r y  s m a l l ;  t h e r f o r e ,  J 1 ( k r ) →0 a s  k r →0. T h u s ,  
f r o m  E q .  3 . 4 9  a s  k r →0 t h e  f u n c t i o n  Y 1 ( k r )  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  a s :
( 3 .5 0 )
T h u s ,  t h e  d i a g o n a l  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  Gn  c a n  b e  e v a l u a t e d  a s  
t h e  l i m i t i n g  v a l u e  a s  r  a p p r o a c h e s  z e r o  (E q .  3 . 4 3  f o r  i  = j ) :
( 3 .5 1 )
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T h e r e f o r e ,  i n  e v a l u a t i n g  t h e  d i a g o n a l  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  Gn , th e
m o s t  i m p o r t a n t  s t e p  i s  to  e v a l u a t e  t h e  t e r m i n  E q .  3 . 5 1 .
T h e  d e f i n i t i o n  o f  r  i s :
w h e r e  (x i ,  y i ) a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  m i d - p o i n t  o f  t h e  i t h  s e g m e n t  o n
t h e  b o u n d a r y  t h u s  t h e  t e r m  ∂r/n c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  a  f o r m  s i m i l a r  to  
E q .  3 . 4 7 :
( 3 .5 2 )
T h e  t e r m s  ( x - x i ), ( y - y i ), a n d i n  E q .  3 . 5 2  c a n  b e  e x p a n d e d  i n  a
T a y l o r ' s  s e r i e s  i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  (xi , y i ):
(3. 53)
(3. 54)
w h e r e  t h e  s u b s c r i p t  s r e f e r s  to  d i f f e r e n t i a t i o n  w i t h  r e s p e c t  to  s .  (T h e  
i n d e x  i m e a n s  t h a t  t h e  v a l u e s  o f  i n t e r e s t  a r e  e v a l u a t e d  a t  th e  m i d - p o i n t  
o f  t h e  i t h  s e g m e n t . ) T h e  e x p a n s i o n  ( y - y i ) a n d  ∂y/s c a n  b e  d o n e  in  e x a c t l y  
t h e  s a m e  w a y  b y  c h a n g i n g  x  to  y  i n  E q s .  3 . 5 3  a n d  3 . 5 4 .
T h u s  th e  t e r m i n  E q .  3 . 5 1  c a n  b e  e v a l u a t e d  u s i n g  th e  d e f i n i t i o n
o f  r ,  E q .  3 . 5 2 ,  a n d  E q s .  3 . 5 3  a n d  3 . 5 4  to  g iv e :
( 3 .5 5 )
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T h e  n u m e r a t o r  o f  E q . 3 . 5 5  c a n  b e  a r r a n g e d  a s :
w h e r e  o ( Δs3 ) m e a n s  t e r m s  o f  o r d e r  Δs3 .
T h e  d e n o m i n a t o r  o f  E q .  3 . 5 5  c a n  b e  a r r a n g e d  a s :
t h i s  e x p r e s s i o n  c a n  b e  s i m p l i f i e d  f a r t h e r  to  b e c o m e  (Δs ) 2 + o ( Δs 3 )
b e c a u s e  i n  r e f e r e n c e  to  F i g .  3. 4 t h e  t e r m  x s2 + y s2 i s  e q u a l  to  u n i t y .
T h u s ,  n e g l e c t i n g  t h e  h i g h e r  o r d e r  t e r m s  i n  E q .  3 . 5 5 ,  t h i s  
e x p r e s s i o n  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  a s :
( 3 .5 6 )
T h e r e f o r e ,  t h e  d i a g o n a l  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  G n  c a n  b e  fo u n d  f r o m  
E q .  3 . 5 1  a n d  t h e  a p p r o x i m a t i o n  d e s c r i b e d  i n  E q .  3 . 5 6 :
( 3 .5 7 )
In  E q .  3 . 5 7 ,  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  d e r i v a t i v e s  o f  x s , y s , x s s , y s a r e
e v a l u a t e d  a t  t h e  m i d - p o i n t  o f  t h e  i t h  s e g m e n t  o f  t h e  b o u n d a r y .
F o r  a  b o u n d a r y  w h i c h  i s  o r i g i n a l l y  c o m p o s e d  o f  s t r a i g h t  l i n e s
t h e  v a l u e  o f  x s y s a n d  y s x s i n  E q .  3 . 5 7  a r e  b o t h  e q u a l  to  z e r o   
( b e c a u s e  t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e s  x  a n d  y  a r e  b o t h  z e r o ) . t h e r e f o r e
t h e  d i a g o n a l  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  Gn a r e  e q u a l  to  z e r o .  F o r  a
c u r v e d  b o u n d a r y  w h i c h  h a s  b e e n  a p p r o x i m a t e d  b y  s t r a i g h t - l i n e  s e g m e n t s
t h e  e x p r e s s i o n  o f  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  d e r i v a t i v e s ,  x s a n d  x s s , c a n  b e
w r i t t e n  i n  a  d i f f e r e n c e  f o r m  a s :
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(3.5 8 a )
(3.58b)
w h e r e  x .  i s  t h e  x  c o o r d i n a t e  a t  t h e  m i d - p o i n t  o f  t h e  i th s e g m e n t  o f  t h e  
b o u n d a r y ,  x i-½ i s  t h e  x  c o o r d i n a t e  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  i th s e g m e n t  
o f  t h e  b o u n d a r y ,  a n d  x i+½ i s  t h e  x  c o o r d i n a t e  a t  t h e  e n d  o f  t h e  i
 
s e g m e n t  o f  t h e  b o u n d a r y ,  Δs i - 1 , Δ s i , a n d  Δ si+1  a r e  t h e  l e n g t h  o f  t h e  ( i - 1 ) th
i t h , a n d  ( i + l ) t h  s e g m e n t s  o f  t h e  b o u n d a r y .  T h e  d e r i v a t i v e s  y s , y s s  c a n
b e  e v a l u a t e d  i n  e x a c t l y  t h e  s a m e  w a y  b y  c h a n g i n g  x  to  y  in  E q s .  3 . 5 8 .
i i i )  O f f - d i a g o n a l  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  G
T h e  e l e m e n t s  (G ) ij f o r  i  ≠ j c a n  b e  e v a l u a t e d  d i r e c t l y  b y  t h e
f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n :
( 3 .5 9 )
F o r  a  g i v e n  v a l u e  o f  k r i j , i n  E q .  3 . 5 9 ,  t h e  f u n c t i o n  J o ( k r i j ) a n d  Yo ( k r i j ) 
a r e  k n o w n  f u n c t i o n s .
iv )  D i a g o n a l  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  G
T h e  d i a g o n a l  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  G c o r r e s p o n d  to  t h e  c a s e  o f  
i  = j i n  E q .  3 . 5 9 .  A s  b e f o r e ,  d u e  to  t h e  s i n g u l a r  b e h a v i o r  o f  t h e  f u n c t i o n  
Y o ( k r ) ,  s p e c i a l  a t t e n t i o n  m u s t  b e  g i v e n  i n  e v a l u a t i n g  t h e  d i a g o n a l  
e l e m e n t s  o f  m a t r i x  G. U s i n g  t h e  a s y m p t o t i c  f o r m u l a  o f  J o ( k r )  a n d  
Y o ( k r )  a s  t h e  a r g u m e n t  f o r  k r  a p p r o a c h  z e r o ,  t h e  f o l l o w i n g  a p p r o x i ­
m a t i o n s  a r e  o b t a i n e d  ( s e e  H i l d e b r a n d  ( 1 9 6 2 ) ) :
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T h e r e f o r e ,  a s  k r →0 t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  H o(1)(k r )  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s :
w h e r e  γ  i s  t h e  E u l e r ' s  c o n s t a n t  a s  m e n t i o n e d  e a r l i e r .
U s i n g  t h i s  a s y m p t o t i c  f o r m u l a  f o r  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  H o(1)(k r ) ,  
t h e  d i a g o n a l  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  G  c a n  b e  e v a l u a t e d  b y  p e r f o r m i n g  
t h e  f o l l o w i n g  i n t e g r a t i o n  to  d e t e r m i n e  t h e  a v e r a g e  o f  t h i s  f u n c t i o n  o v e r  
t h e  l e n g t h  o f  t h e  s e g m e n t  o f  i n t e r e s t :
( 3 . 6 0 )
w h e r e  i  = 1, 2 ,  .  .  .  .  N .
3 . 3 . 2  R e g i o n  II: M e th o d  o f  S o l u t i o n  f o r  W a v e  F u n c t i o n  f 2
In  S u b s e c t i o n  3 . 3 . 1  t h e  m e t h o d s  f o r  e v a l u a t i n g  t h e  e l e m e n t s  
o f  t h e  m a t r i c e s  G a n d  Gn  h a v e  b e e n  d i s c u s s e d ;  t h u s ,  t h e  n e x t  s t e p  i s  to  
e v a l u a t e  t h e  m a t r i x  M , a s  d e f i n e d  i n  E q .  3 . 2 1 ,  i n  o r d e r  to  d e t e r m i n e  t h e  
v a r i a t i o n  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 a lo n g  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r .  A s  
s h o w n  i n  E q .  3 . 2 2  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f2 a lo n g  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r  
c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  u n k n o w n  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e
w a v e  f u n c t i o n  f 2 a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  i . e .  C 1, C2 ,  . . . . . C p ; E q .
3 .  22 i s  r e p e a t e d  h e r e  f o r  c l a r i t y :
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( 3 .2 2 )
w h e r e i n  M ij i s  a  N x  p  m a t r i x  w h i c h  i s  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  
m a t r i x  e q u a t i o n ,  r e a r r a n g e d  f r o m  t h a t  s h o w n  i n  E q .  3 . 2 1 :
( 3 .6 1 )
T h e  m a t r i x  (bo Gn - I )  i s  a  N  x  N  m a t r i x ,  i t s  e l e m e n t s  c a n  b e  d e t e r m i n e d  
a s  d e s c r i b e d  i n  S u b s e c t i o n  3 . 3 . 1  u s i n g  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  b o a n d  I g iv e n  
i n  S u b s e c t i o n  3 . 2 . 1 .  T h e  r i g h t - h a n d - s i d e  o f  E q .  3 . 6 1 ,  m a t r i x  b o GUm , 
i s  a  N  x  p m a t r i x ,  w h e r e  U m  i s  d e f i n e d  b y  E q .  3 . 1 9 .  (I t  s h o u l d  b e  
n o t e d  t h a t  t h e  m a t r i c e s  G , Gn  a n d  M  s h o w n  in  E q .  3 . 6 1  a r e  a l l  c o m p l e x  
n u m b e r e d  m a t r i c e s . )
T o  s o l v e  E q .  3 . 6 1  f o r  t h e  c o m p l e x  n u m b e r e d  m a t r i x  M , a  s u b ­
r o u t i n e  f o r  t h e  I B M  3 6 0 / 7 5  d i g i t a l  c o m p u t e r :  " C S L E C D / C o m p l e x  S y s t e m  
o f  L i n e a r  E q u a t i o n s  a n d  C o m p l e x  D e t e r m i n a n t "  w a s  u s e d  w h i c h  i s  
a v a i l a b l e  a t  t h e  B o o th  C o m p u t i n g  C e n t e r  o f  t h e  C a l i f o r n i a  I n s t i t u t e  o f  
T e c h n o l o g y .  T h e  s u b r o u t i n e  i s  b a s e d  o n  t h e  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  
m e t h o d  w h e r e  r o w s  a r e  i n t e r c h a n g e d  l e a d i n g  t o  t h e  c o n v e r s i o n  o f  t h e  
l e f t - h a n d  s i d e  m a t r i x  i n  E q .  3 . 6 1  to  a n  u p p e r  t r i a n g u l a r  m a t r i x .  T h e  
s o l u t i o n  o f  M  i s  t h e n  o b t a i n e d  b y  b a c k w a r d  s u b s t i t u t i o n .
3 . 3 . 3  R e g i o n  I:  E v a l u a t i o n  o f  M a t r i x  H  D e f in e d  i n  E q .  3 . 3 3  
T h e  m a t r i x  H  d e f i n e d  i n  E q .  3 . 3 3  c a n  b e  e v a l u a t e d  i n  t h e  
s a m e  w a y  a s  w a s  m a t r i x  G. T h e  m a t r i x  H  w i l l  b e  c a l l e d  t h e  " r a d i a t i o n  
m a t r i x "  b e c a u s e  i t  i s  t h e  m a i n  p a r t  o f  t h e  r a d i a t e d  w a v e  f u n c t i o n  f 3 (→x) 
d e s c r i b e d  i n  E q .  3 . 3 3 ;  i t  i s  a  p  x  p  m a t r i x  a n d  i t s  o f f - d i a g o n a l  e l e m e n t s  
c a n  b e  e v a l u a t e d  i n  a  m a n n e r  s i m i l a r  to  t h a t  s h o w n  i n  E q .  3 . 5 9 :
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( 3 .6 2 )
T h e  d i a g o n a l  e l e m e n t s  c a n  b e  e v a l u a t e d  i n  a  m a n n e r  s i m i l a r  t o  t h a t  
s h o w n  i n  E q .  3 . 6 0 :
( 3 .6 3 )
3 . 3 . 4  H a r b o r  E n t r a n c e :  M a t c h i n g  P r o c e d u r e
A f t e r  s o l v i n g  E q .  3 . 6 1  f o r  t h e  N  x  p  m a t r i x  M  a n d  e v a l u a t i n g  
t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  H  a s  o u t l i n e d  i n  S u b s e c t i o n  3 . 3 . 3 ,  t h e  n e x t  
i m p o r t a n t  s t e p  i s  t h e  m a t c h i n g  o f  t h e  tw o  s o l u t i o n s  f r o m  R e g i o n  I a n d  
R e g i o n  II  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  E q .  3 .3 6 a  i s  t h e  r e s u l t  o f  t h i s  
m a t c h i n g  p r o c e d u r e  a n d  t h e  o b j e c t  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  to  d e s c r i b e  h o w  
t h e  v e c t o r  C ( th e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e )  i s  o b t a i n e d .
E q .  3 .3 6 a  i s  f i r s t  r e w r i t t e n  a s :
( 3 .6 4 )
i n  w h i c h  M p i s  a  p  x  p  m a t r i x  a s  e x p l a i n e d  i n  S u b s e c t i o n  3 . 2 . 3 . To  
s o l v e  E q .  3 . 6 4  f o r  t h e  v e c t o r  C a g a i n  i n v o l v e s  t h e  s u b r o u t i n e  " C S L E C D /  
C o m p l e x  S y s t e m  o f  L i n e a r  E q u a t i o n s  a n d  C o m p l e x  D e t e r m i n a n t " ,  b u t  
t h i s  t i m e  t h e  m a t r i x  s i z e  i s  o n l y  p x  p a n d  t h e  s o l u t i o n  C i s  a  p  x  1
v e c t o r .
A f t e r  e v a l u a t i n g  th e  v e c t o r  C , t h e  p r o c e d u r e  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  
q u a n t i t i e s  o f  i n t e r e s t  s u c h  a s  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  h a r b o r ,  th e  
a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n ,  e t c .  a r e  d e s c r i b e d  i n  S u b s e c t i o n  3 . 2 . 3 .
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3 . 4  C O N F I R M A T I O N  O F  T H E  N U M E R I C A L  A N A L Y S IS
T h e  t h e o r y  f o r  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  h a s  b e e n  p r e ­
s e n t e d  i n  S e c t i o n s  3 . 2  a n d  3 . 3 .  H o w e v e r ,  p r i o r  to  e v a l u a t i n g  t h e  w a v e  
i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  o f  a n  a c t u a l  h a r b o r ,  i t  i s  n e c e s s a r y  to  m a k e  s u r e  
t h a t  th e  m e t h o d  p r e s e n t e d  i n  S u b s e c t i o n  3 . 2 . 1  a n d  t h e  n u m e r i c a l  p r o ­
c e d u r e  p r e s e n t e d  i n  S u b s e c t i o n s  3 . 3 . 1  a n d  3 . 3 . 2  a r e  c o r r e c t .  T h e r e ­
f o r e ,  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  m e t h o d  d e v e l o p e d  
w i l l  b e  t e s t e d  b y  c o m p a r i n g  i t  w i t h  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  t h e  H e l m h o l t z  
e q u a t i o n  f o r  tw o  d i f f e r e n t  s h a p e s .  T h e s e  tw o  s h a p e s  a r e  a  c i r c l e  a n d  
a  s q u a r e .  T h e y  a r e  c h o s e n  f o r  s e v e r a l  r e a s o n s :  ( 1) t h e  t h e o r e t i c a l  
s o l u t i o n  f o r  b o t h  s h a p e s  c a n  b e  o b t a i n e d  e a s i l y ,  (2) t h e  b o u n d a r y  o f  a  
c i r c l e  r e p r e s e n t s  a n  e x t r e m e  c a s e  f o r  w h i c h  t h e  t a n g e n t  to  t h e  b o u n d a r y  
i s  c o n t i n u o u s l y  c h a n g i n g  d i r e c t i o n ,  a n d  (3) t h e  b o u n d a r y  o f  a  s q u a r e  
( o r  a  r e c t a n g u l a r )  r e p r e s e n t s  a n o t h e r  e x t r e m e  c a s e  t h a t  i s  c o m p o s e d  
o f  f o u r  s t r a i g h t  l i n e s ;  a lo n g  e a c h  l i n e  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  t a n g e n t  to  
t h e  b o u n d a r y  r e m a i n s  t h e  s a m e .
T h e  p r o c e d u r e  f o r  t h i s  t e s t  p r o g r a m  c a n  b e  o u t l i n e d  a s  f o l l o w s :
1) A  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  i s  s e l e c t e d  f o r  t h e  w a v e  f u n c t i o n ,  
f ,  t h a t  s a t i s f i e s  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  ∇2f  + k 2 f  = 0, 
i n  t h e  d o m a i n  o f  i n t e r e s t  ( e i t h e r  a  c i r c l e  o r  a  s q u a r e ) .
2) B a s e d  o n  t h i s  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  t h e  v a l u e  o f  t h e  w a v e  
f u n c t i o n ,  f ,  a t  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  d o m a i n ,  t h e  v a l u e  o f
i t s  n o r m a l  d e r i v a t i v e  a t  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  d o m a i n ,
a n d  t h e  v a l u e  o f  f  a t  a n y  p o s i t i o n  i n s i d e  t h e  d o m a i n  a r e
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c a l c u l a t e d .  (It s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  b o u n d a r i e s  f o r  
t h e s e  tw o  t e s t  e x a m p l e s  do  n o t  n e c e s s a r i l y  r e p r e s e n t  
s o l i d  b o u n d a r i e s . )
3) T h e  b o u n d a r y  o f  t h e  d o m a i n  i s  d i v i d e d  i n t o  N  s e g m e n t s ;
t h e  a v e r a g e  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e s  o f  f a n d  
e a c h  s e g m e n t  a r e  c a l c u l a t e d .
o n
4) T h e s e  a v e r a g e d  t h e o r e t i c a l  v a l u e s  o f  t h e  n o r m a l
d e r i v a t i v e f o r  e a c h  s e g m e n t  o n  t h e  b o u n d a r y  a r e
u s e d  to  c a l c u l a t e  t h e  v a l u e  o f  f  f o r  e a c h  c o r r e s p o n d i n g  
s e g m e n t  b y  t h e  m e t h o d  d e s c r i b e d  i n  S u b s e c t i o n  3 . 2 . 1 .  
O n e  t e s t  o f  t h i s  a p p r o x i m a t e  m e t h o d  i s  t h e  c o m p a r i s o n  
o f  t h i s  c o m p u t e d  v a l u e  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e  o f  f  on  
t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  d o m a i n .  A n y  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  
t h e s e  tw o  r e s u l t s  w h i c h  i s  f o u n d  c a n  b e  a t t r i b u t e d  to  t h e  
a p p r o x i m a t i o n s  r e s u l t i n g  f r o m  c o n v e r t i n g  t h e  i n t e g r a l  
e q u a t i o n  ( E q .  3 . 1 3 )  to  t h e  m a t r i x  e q u a t i o n  (E q .  3 . 1 5 ) .
5) T h e  c o m p u t e d  v a l u e  o f  f  (S te p  4) a n d  t h e  t h e o r e t i c a l
v a l u e  of o n  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  d o m a i n  a r e  u s e d  to
c o m p u t e  t h e  v a l u e  o f  f  a t  v a r i o u s  l o c a t i o n s  i n s i d e  t h e  
d o m a i n  u s i n g  E q .  3 . 3 7 .  T h e  v a l u e s  o f  f  s o  o b t a i n e d  a r e  
c o m p a r e d  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e s .  T h e  d i f f e r e n c e  
i s  t h e  e r r o r  a d m i t t e d  i n  S te p  4 p l u s  t h e  e r r o r  d u e  to  
u s i n g  E q .  3 . 3 7  w h i c h  h a s  b e e n  u s e d  a s  a n  a p p r o x i m a t i o n  
to  t h e  e x a c t  s o l u t i o n ,  E q .  3 . 1 1 .
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6) T h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e s  o f  f  an d a t  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e
d o m a i n  a r e  u s e d  to  c a l u c l a t e  t h e  v a l u e  o f  f  a t  s o m e  
p o i n t s  i n s i d e  t h e  d o m a i n  b y  u s i n g  E q .  3 . 3 7 ;  t h e  v a l u e s  
o f  f  s o  o b t a i n e d  a r e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  
v a l u e s .  T h e  d i f f e r e n c e  i s  s o l e l y  d u e  to  t h e  u s e  o f  E q .  
3 . 3 7  w h i c h  a p p r o x i m a t e s  t h e  e x a c t  e q u a t i o n ,  E q .  3 . 1 1 .
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e s e  tw o  e x a m p l e s  ( c i r c l e  a n d  s q u a r e )  a r e  
n o t  d i r e c t l y  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  a c t u a l  p r o b l e m  o f  w a v e  i n d u c e d  o s c i l l ­
a t i o n s  i n  h a r b o r s ,  s i n c e  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  i m p o s e d  b y  t h i s  t e s t  
p r o g r a m  ( s t e p s  2 a n d  3) do  n o t  c o r r e s p o n d  to  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
p r e s c r i b e d  f o r  t h e  h a r b o r  o s c i l l a t i o n  p r o b l e m  ( a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  
3 . 1 ) .  R a t h e r ,  t h e s e  e x a m p l e s  a r e  e m p l o y e d  i n  a  m a t h e m a t i c a l  s e n s e  
s e r v i n g  a s  a n  a n a l y t i c a l  c h e c k  f o r  t h e  a p p r o x i m a t e  m e t h o d  t h a t  w i l l  b e  
u s e d  i n  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  w h i c h  i s  o f  m a j o r  c o n c e r n :  w a v e  i n d u c e d  
o s c i l l a t i o n s  i n  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r .
3 . 4 . 1  T h e  F i r s t  E x a m p l e :  A C i r c l e
T h e  f i r s t  e x a m p l e  t h a t  w i l l  b e  i n v e s t i g a t e d  i s  a  c i r c u l a r  
d o m a i n ,  a  d e f i n i t i o n  s k e t c h  o f  w h i c h  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  3 . 5 .  T h e  
H e l m h o l t z  e q u a t i o n  i s  w r i t t e n  i n  p o l a r  c o o r d i n a t e s  a s :
( 3 . 6 5 )
T h e  s t e p s  o u t l i n e d  p r e v i o u s l y  a r e  f o l l o w e d ;  t h e  f o l l o w i n g  p a r t i ­
c u l a r  s o l u t i o n  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  E q .  3 . 6 5 ,  i s  
s e l e c t e d :
( 3 .6 6 )
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F i g .  3 . 5  D e f i n i t i o n  s k e t c h  o f  a  c i r c u l a r  d o m a i n
F i g .  3 . 6  D e f i n i t i o n  s k e t c h  o f  a  s q u a r e  d o m a i n
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t h u s ,  d i f f e r e n t i a t i n g  E q .  3 . 6 6  w i t h  r e s p e c t  to  r  o n e  o b t a i n s :
( 3 .6 7 )
S u p p o s e  a  b o u n d a r y  o f  t h e  d o m a i n  i s  l o c a t e d  a t  r  = a ,  t h e n  t h e  v a l u e  o f  f
a n d o n  t h e  b o u n d a r y  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s :
(3 .6 8 a )
(3.68b)
T h e  b o u n d a r y  i s  t h e n  d i v i d e d  i n t o  36 s e g m e n t s  ( e a c h  s e g m e n t  
i n c l u d e s  1 0 °  o f  t h e  c e n t r a l  a n g l e ) .  O n  e a c h  s e g m e n t  t h e  a v e r a g e
t h e o r e t i c a l  v a l u e  o f  t h e  f u n c t i o n s  f ( a ,  θ ) a n d c a n  b e  e v a l u a t e d
a s  f o l l o w s :
(3.6 9 a )
(3.69b)
w h e r e a n d a r e  t h e  a v e r a g e  t h e o r e t i c a l  v a l u e s  o n  t h e  b o u n d a r y
o f  t h e  d o m a i n  o f  f  a n d f o r  t h e  i t h  s e g m e n t , a r e  t h e  c o o r ­
d i n a t e s  o f  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  i t h  s e g m e n t  o f  t h e  b o u n d a r y ,  a n d  
a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  e n d  o f  t h e  i  s e g m e n t  o f  t h e
b o u n d a r y .
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In  S te p  4 ,  t h e  v a l u e  o f p r e s e n t e d  i n  E q .  3 . 6 9 b f o r  e a c h
s e g m e n t  i s  u s e d  to  c a l c u l a t e  t h e  v a l u e  o f  f  o f  e a c h  s e g m e n t  o n  t h e  
b o u n d a r y  b y  t h e  a p p r o x i m a t e  m e t h o d  o f  S u b s e c t i o n  3 . 2 . 1 .  T h e s e  
c o m p u t e d  v a l u e s  w i l l  b e  d e n o t e d  a s  f¯ c . T h e  v a l u e  o f  f¯ c a n d  f¯  s h o u ld  
b e  v e r y  c l o s e  i f  t h e  a p p r o x i m a t e  m e t h o d  i s  to  b e  u s e f u l .  T h r e e  
d i f f e r e n t  v a l u e s  of k a ,  i . e .  k a  =  0 .3 0 ,  2 . 2 5 ,  3 . 7 5  h a v e  b e e n  t e s t e d  
( w h e r e  k  i s  t h e  w a v e  n u m b e r  i n  f t - 1 a n d  a  i s  t h e  r a d i u s  o f  t h e  c i r c u l a r  
d o m a i n  a n d  c h o s e n  a s  0 . 7 5  f t  f o r  t h i s  c a s e ) .  T h e  a p p r o x i m a t e  r e s u l t  
(f¯c ) a g r e e d  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e s  (f) w i t h i n  0 .1 %  to  3% f o r  k a  = 0 .3 
a n d  3 . 7 5  r e s p e c t i v e l y .  T h e  e f f e c t  o f  t h e  m a g n i t u d e  o f  k a  o n  t h e  
s o l u t i o n  w i l l  b e  d i s c u s s e d  m o r e  f u l l y  i n  C h a p t e r  6.
A f t e r  t h e  v a l u e s  o f  f  o n  t h e  b o u n d a r y ,  i . e .  f¯ c , h a v e  b e e n  
o b t a i n e d ,  t h e  v a l u e  o f  f  a t  a n y  i n t e r i o r  p o i n t  c a n  b e  c o m p u t e d  u s i n g  
E q .  3 . 3 7  (S te p  5). T h e  r e s u l t s  f o r  k a  =  0 .3 0 ,  2 . 2 5  a n d  3 . 7 5  a r e  
p r e s e n t e d  i n  T a b l e  3 . 1 .  F o r  e a c h  v a l u e  o f  k a ,  t h e  v a l u e  o f  f  a t  f i v e  
i n t e r i o r  p o i n t s  a r e  c o m p u t e d .  T h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e  o f  f  a t  e a c h  
i n t e r i o r  p o i n t  i s  c a l c u l a t e d  u s i n g  E q .  3 . 6 6  a n d  p r e s e n t e d  i n  C o l .  3 .
T h e  r e s u l t s  o f  S t e p  5, i . e .  t h e  c o m p u t e d  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  f  a t  
e a c h  i n t e r i o r  p o i n t ,  a r e  p r e s e n t e d  i n  C o l .  4 .  T h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  
t h e  v a l u e  i n  C o l s .  3 a n d  4 c a n  b e  a t t r i b u t e d  to :  (i) t h e  e r r o r  a d m i t t e d  
i n  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n ,  E q .  3 . 1 5 ,  w h i c h  i s  u s e d  to  a p p r o x i m a t e  
t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n  (E q .  3 . 1 3 )  in  e v a l u a t i n g  t h e  v a l u e  o f  f  o n  t h e  
b o u n d a r y  (S te p  4 ) ,  a n d  ( ii)  t h e  e r r o r  a d m i t t e d  i n  t h e  u s e  o f  E q .  3 . 3 7  to  
a p p r o x i m a t e  t h e  e x a c t  s o l u t i o n ,  E q .  3 . 1 1 ,  i n  e v a l u a t i n g  t h e  v a l u e  o f  
f  f o r  t h e  i n t e r i o r  p o i n t s .
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T a b l e  3 . 1  C o m p a r i s o n  o f  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l
s o l u t i o n  of t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  i n  a  c i r c u l a r  d o m a i n
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T h e  r e s u l t s  o f  S te p  6 a r e  s h o w n  i n  C o l .  5; t h e y  a r e  o b t a i n e d  b y
u s i n g  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e s  o f  f  a n d a t  t h e  b o u n d a r y  ( E q s .  3 . 6 9 )  to
c o m p u t e  t h e  v a l u e  o f  f  a t  t h e  i n t e r i o r  p o i n t  b y  a p p l y i n g  E q .  3 . 3 7 .  T h e  
d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  o f  C o l .  3 a n d  t h e  a p p r o x i m a t e  
r e s u l t s  i n  C o l .  5 i s  s o l e l y  d u e  to  t h e  u s e  o f  E q .  3 . 3 7  w h i c h  a p p r o x i ­
m a t e s  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  E q .  3 . 1 1 .
I t  s h o u ld  b e  n o t e d  t h a t  S t e p  6 a p p l i e d  to  a  g i v e n  d o m a i n  d o e s  n o t  
c o r r e s p o n d  to  a  m a t h e m a t i c a l l y  r e a l i s t i c  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m ,
s i m p l y  b e c a u s e  b o t h  t h e  v a l u e  o f  f  a n d o n  t h e  b o u n d a r y  a r e  u s u a l l y
n o t  g i v e n  i n  a d v a n c e ;  u s u a l l y  o n e  o r  t h e  o t h e r  i s  g i v e n .  H o w e v e r ,  i t  
d o e s  g i v e  a n  i n d i c a t i o n  o f  h o w  g o o d  t h e  a p p r o x i m a t i o n  o f  E q .  3 . 3 7  i s ,
i f  t h e  c o r r e c t  b o u n d a r y  v a l u e s  f  a n d a r e  p r o v i d e d .  S t e p  5 d o e s
c o r r e s p o n d  to  a  m a t h e m a t i c a l l y  r e a l i s t i c  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m  a n d  
i n  f a c t  i t  i s  b a s i c a l l y  t h e  p r o c e d u r e  u s e d  f o r  s o l v i n g  t h e  h a r b o r  r e s o ­
n a n c e  p r o b l e m ,  t h a t  i s :  g i v e n  a  p a r t i c u l a r  v a l u e  o f a t  t h e  b o u n d a r y ,
c a l c u l a t e  t h e  v a l u e  o f  f  a t  t h e  b o u n d a r y  a n d  f i n a l l y  c a l c u l a t e  t h e  v a l u e  
o f  f  a t  a n y  i n t e r i o r  p o i n t  ( r ,  θ ).
I t  i s  e x p e c t e d  t h a t  i f  t h e  n u m b e r  o f  s e g m e n t s  i n t o  w h i c h  t h e  
b o u n d a r y  o f  t h e  d o m a i n  i s  d i v i d e d  i s  i n c r e a s e d ,  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  
a p p r o x i m a t e  m e t h o d  w i l l  a g r e e  b e t t e r  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s .
T h e  r e s u l t s  f o r  N  = 45 ( e a c h  s e g m e n t  i n c l u d e s  8 °  o f  t h e  c e n t r a l  a n g le )  
a r e  p r e s e n t e d  i n  C o l s .  6 a n d  7 o f  T a b l e  3 . 1 .  B y  c o m p a r i n g  C o l s .  3, 
4 ,  a n d  6 ( a l s o  c o m p a r i n g  C o l s .  3 , 5, a n d  7) i t  i s  s e e n  t h a t  a s  t h e  
n u m b e r  o f  b o u n d a r y  s e g m e n t  i s  i n c r e a s e d  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  a p p r o x i ­
m a t e  m e t h o d  c o m p a r e d  to  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  a r e  i m p r o v e d  o n ly  
s l i g h t l y .
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3 . 4 .  2 T h e  S e c o n d  E x a m p l e :  A  S q u a r e
S u p p o s e  t h e  s q u a r e  h a s  s i d e s  o f  l e n g t h  b  a s  s h o w n  i n  F i g .  
3 .  6, t h e n  a  s i m p l e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  f  t h a t  s a t i s f i e s  
t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  E q .  3 . 5 ,  c a n  b e  c h o s e n  a s :
(3.7 0 a )
(3.70b )
t h u s ,  t h e  o u t w a r d  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  f u n c t i o n  f  a t  t h e  b o u n d a r y  o f  
t h e  d o m a i n  c a n  b e  e v a l u a t e d  a s  f o l l o w i n g :
T h e  s t e p s  o u t l i n e d  p r e v i o u s l y  a r e  f o l l o w e d .  T h e  b o u n d a r y  o f  th e  
s q u a r e  d o m a i n  i s  d i v i d e d  e q u a l l y  i n to  40 s e g m e n t s .  T h e  t h e o r e t i c a l  
v a l u e  o f  f  a t  a n y  i n t e r i o r  p o i n t  (x, y ) c a n  b e  c a l c u l a t e d  b y  E q s .  3 . 7 0  
o n c e  t h e  v a l u e  o f  w a v e  n u m b e r  k  i s  f i x e d .  T h e  r e s u l t s  f o r  tw o  d i f f e r e n t  
v a l u e s  o f  k b ,  i . e .  k b  = 0 . 5 0  a n d  2 . 0  ( w h e r e  k  i s  t h e  w a v e  n u m b e r  a n d  
t h e  l e n g t h  o f  s i d e s  o f  t h e  s q u a r e  d o m a i n  i s  b  = 0 . 5 0  f t)  a r e  p r e s e n t e d  i n  
T a b l e  3 . 2 .  F o r  e a c h  v a l u e  o f  k b  t h e  v a l u e  o f  f  a t  n i n e  i n t e r i o r  p o i n t s  
a r e  c o m p u t e d .  T h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e s  o f  f  a t  e a c h  p o i n t  f o r  k b  = 0 . 5 0  
a r e  c o m p u t e d  u s i n g  E q .  3 .7 0 a ;  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e s  o f  f  f o r  k b  = 2 . 0  
a r e  c o m p u t e d  u s i n g  E q .  3.7 0 b .  T h e s e  t h e o r e t i c a l  v a l u e s  a r e  p r e s e n t e d  
i n  C o l .  3 o f  T a b l e  3 . 2 .  T h e  a p p r o x i m a t e  r e s u l t s  o f  t h e  v a l u e  o f  f  i n
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T a b l e  3. 2 C o m p a r i s o n  o f  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l
s o l u t i o n  o f  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  i n  a  s q u a r e  d o m a i n
- 6 1 -
S te p  5 a r e  s h o w n  i n  C o l .  4 ,  w h i l e  t h e  r e s u l t s  o f  S t e p  6 a r e  s h o w n  in  
C o l .  5. C o m p a r i n g  t h e  r e s u l t s  i n  C o l s .  3 a n d  4 ,  i t  i s  s e e n  t h a t  
d e p e n d e n t  u p o n  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  i n t e r i o r  p o i n t  t h e  r e s u l t s  a g r e e  
w i t h i n  1% to  3%, a n d ,  a s  e x p e c t e d ,  t h e  r e s u l t s  i n  C o l .  5 a r e  c l o s e r  
to  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  ( C o l .  3 ) .
T h e  r e s u l t s  f o r  N  = 48  ( e a c h  s i d e  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n t a i n s  12 
b o u n d a r y  s e g m e n t s )  a r e  p r e s e n t e d  i n  C o l s .  6 a n d  7. C o m p a r i n g  t h e  
r e s u l t s  i n  C o l s .  3, 4 ,  a n d  6 ( a l s o  C o l s .  3, 5, a n d  7) i t  i s  s e e n  t h a t  t h e  
r e s u l t s  f o r  N  = 48 a g r e e  b e t t e r  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e  t h a n  w h e n  t h e  
b o u n d a r y  i s  d i v i d e d  i n t o  40  s e g m e n t s .
F r o m  t h e  r e s u l t s  o f  t h e s e  tw o  e x a m p l e s ,  a  c i r c l e  a n d  a  s q u a r e ,  
w h i c h  w e r e  u s e d  i t  i s  s e e n  t h a t  t h i s  n u m e r i c a l  m e t h o d  a n d  t h e  a p p r o x i ­
m a t i o n s  i t  e n t a i l s  c a n  b e  u s e d  t o  s o l v e  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  w i t h  
r e a s o n a b l e  a c c u r a c y .  T h u s ,  t h e  r e a l  p r o b l e m  o f  d e t e r m i n i n g  w a v e  
i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  i n  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  w h i c h  m a y  h a v e  
b o t h  c u r v e d  a n d / o r  s t r a i g h t  l i n e d  b o u n d a r i e s  c a n  b e  a p p r o a c h e d  w i t h  
c o n f i d e n c e .
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C H A P T E R  4
T H E O R E T I C A L  A N A L Y S IS  F O R  T W O  H A R B O R S  
W IT H  S P E C I A L  S H A P E S
T w o  t h e o r i e s  w h i c h  d e a l  w i t h  t h e  w a v e  i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  i n  
a  c i r c u l a r  a n d  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  a r e  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r .
A c i r c u l a r  h a r b o r  r e p r e s e n t s  o n e  e x t r e m e  c a s e  f o r  w h i c h  t h e  t a n g e n t  
to  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r  i s  c o n t i n u o u s l y  c h a n g i n g  d i r e c t i o n ;  a  
r e c t a n g u l a r  h a r b o r  r e p r e s e n t s  a n o t h e r  e x t r e m e  c a s e  w h o s e  b o u n d a r y  
i s  c o m p o s e d  o f  f o u r  s t r a i g h t  l i n e s  a n d  a l o n g  e a c h  l i n e  t h e  t a n g e n t  to  
t h e  b o u n d a r y  r e m a i n s  i n  t h e  s a m e  d i r e c t i o n .  T h u s ,  t h e s e  tw o  
s p e c i a l  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n s  p r o v i d e  a  u s e f u l  a n a l y t i c a l  c h e c k  f o r  
t h e  a p p r o x i m a t e  t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  3 f o r  a n  a r b i t r a r y  
s h a p e d  h a r b o r  a s  w e l l  a s  b e i n g  u s e d  to  c o m p a r e  to  t h e  r e s u l t s  o f  
e x p e r i m e n t s  c o n d u c t e d  in  t h e  l a b o r a t o r y .  T h e  r e s u l t s  f o r  t h e s e  
p a r t i c u l a r  c a s e s  a n d  t h e i r  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  t h e o r y  d e v e l o p e d  
f o r  a r b i t r a r y  s h a p e s  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  3 a p p l i e d  to  t h e s e  tw o  
h a r b o r s  w i l l  b e  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  6.
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4 . 1  T H E O R E T I C A L  A N A L Y S IS  F O R  A C I R C U L A R  H A R B O R
T h e  t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  3 c a n  b e  u s e d  f o r  a n y  
a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r .  H o w e v e r ,  i f  t h e  h a r b o r  i s  a  s p e c i a l  s h a p e  
s u c h  a s  c i r c u l a r ,  t h e  c o o r d i n a t e s  i n s i d e  t h e  h a r b o r  a r e  s e p a r a b l e  
a n d  a  d i f f e r e n t  m e t h o d  c a n  b e  u s e d  to  o b t a i n  a  s o l u t i o n  i n  R e g i o n  II. 
( F o r  a  l i s t  o f  s e p a r a b l e  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  s e e  M o r s e  a n d  F e s h b a c k  
(1 9 5 3 )  p p .  6 5 6 - 6 6 6 . )  T h e  t h e o r e t i c a l  a n a l y s i s  f o r  a  c i r c u l a r  h a r b o r  
b a s e d  o n  t h i s  a p p r o a c h  w i l l  b e  p r e s e n t e d  i n  t h i s  s e c t i o n .
In  t h e  a n a l y s i s ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f2 w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  H e l m ­
h o l t z  e q u a t i o n ,  E q .  3 . 5 ,  i n  R e g i o n  II i s  f o u n d  b y  t h e  m e t h o d  of 
s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s .  T h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  o p e n - s e a ,  R e g i o n  I, 
w h i c h  i s  u s e d  f o r  t h i s  d e v e l o p m e n t  i s  t h e  s a m e  a s  t h a t  p r e s e n t e d  i n  
C h a p t e r  3. B y  m a t c h i n g  t h e  s o l u t i o n s  i n  b o t h  r e g i o n s  a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e ,  t h e  c o m p l e t e  s o l u t i o n  o f  t h e  w a v e  i n d u c e d  o s c i l l a t i o n  i n  
a  c i r c u l a r  h a r b o r  c a n  b e  o b t a i n e d .
4 . 1 . 1  W a v e  F u n c t i o n  I n s i d e  t h e  C i r c u l a r  H a r b o r
F o r  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 i n s i d e  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r ,  
t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  E q .  3 . 5 ,  i s  w r i t t e n  i n  c y l i n d r i c a l  
c o o r d i n a t e s :
( 4 .1 )
T h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  t h a t  t h e  f u n c t i o n  f 2 m u s t  s a t i s f y  a r e :
( 4 . 2 )
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w h e r e  a  i s  t h e  r a d i u s  o f  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r ,  2 θo i s  t h e  c e n t r a l  
a n g l e  o f  t h e  h a r b o r  o p e n i n g ,  a n d  C ( θ ) i s  t h e  i n i t i a l l y  u n k n o w n  n o r m a l  
d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  A d e f i n i t i o n  
s k e t c h  o f  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  s h o w i n g  b o t h  r e g i o n s :  R e g i o n  I ( th e  
" o p e n - s e a " )  a n d  R e g i o n  II  ( i n s i d e  t h e  h a r b o r ) ,  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  4.1.
T h e  s o l u t i o n  o f  E q .  4 . 1  w i l l  b e  c o n s t r u c t e d  b y  F o u r i e r  s e r i e s ,  
b y  f i r s t  s e e k i n g  t h e  s o l u t i o n  o f  f 2 ( r ,  θ ) i n  t h e  f o r m  o f:
( 4 . 3 )
S u b s t i t u t i n g  E q .  4 . 3  i n to  E q .  4 . 1 ,  i t  i s  f o u n d  t h a t  t h e  f u n c t i o n  f  ( r ,  θ ) 
m u s t  s a t i s f y  t h e  f o l l o w i n g  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n :
( 4 .4 )
T h i s  e q u a t i o n  i s  a  f o r m  o f  t h e  B e s s e l  e q u a t i o n ;  h e n c e ,  i t s  s o l u t i o n  
c a n  b e  e x p r e s s e d  a s :
( 4 .5 )
w h e r e i n  t h e  f u n c t i o n  J m ( k r )  i s  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  o f  t h e  f i r s t  k i n d ,
a n d  Ym ( k r )  i s  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  o f  t h e  s e c o n d  k i n d ;  αm a n d  βm  
a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  to  b e  d e t e r m i n e d .
T h e  f u n c t i o n  Ym ( k r )  p o s s e s s e s  a  s i n g u l a r  b e h a v i o r  a t  r  = 0 , b u t  
s i n c e  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 ( r ,  θ ) m u s t  b e  s m o o t h  a n d  
f i n i t e  a t  r  = 0, t h e  c o n s t a n t  m u s t  b e  z e r o .  T h u s ,  f r o m  E q .  4 . 3 ,  
t h e  s o l u t i o n  o f  E q .  4 . 1  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s :
( 4 .6 )
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F i g .  4 . 1  D e f i n i t i o n  s k e t c h  o f  a  c i r c u l a r  h a r b o r
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B e c a u s e  J - m ( k r )  i s  e q u i v a l e n t  to  ( - l ) m J m ( k r ) ,  E q .  4 . 6  i s  e q u i v a l e n t  
to :
( 4 .7 )
w h e r e  Am  a n d  Bm  a r e  c o n s t a n t s  w i t h  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  to
b e  d e t e r m i n e d .  F o r  t h i s  p a r t i c u l a r  c a s e  w h e r e  t h e  i n c i d e n t  w a v e
p r o p a g a t e s  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  θ  =  0 t h e  w a v e  f u n c t i o n  f2 ( r ,  θ ) i s a n
e v e n  f u n c t i o n  o f  θ , i . e .  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  i s  s y m m e t r i c a l  w i t h
r e s p e c t  to  t h e  c e n t e r  l i n e  θ  =  0 . T h e r e f o r e ,  t h e  c o n s t a n t  Bm i n  E q .  4 .7
i s  s e t  e q u a l  to  z e r o .  H e n c e ,  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  to  E q .  4 . 1  r e d u c e s  
to :
( 4 .8 )
D i f f e r e n t i a t i n g  E q .  4 . 8  w i t h  r e s p e c t  to  r ,  a n d  e v a l u a t i n g  t h e  r e s u l t i n g  
e x p r e s s i o n  a t  t h e  b o u n d a r y ,  r  = a  o n e  o b t a i n s :
( 4 . 9 )
w h e r e : T h e  c o e f f i c i e n t s  Am m u s t
b e  d e t e r m i n e d  s u c h  t h a t  E q .  4 . 9  w i l l  s a t i s f y  t h e  p r e s c r i b e d  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s ,  E q .  4 . 2 .  T o  e v a l u a t e  t h e  c o e f f i c i e n t s  Am , t h e  m e t h o d  
o f  F o u r i e r  c o s i n e  t r a n s f o r m a t i o n  w i l l  b e  u s e d ,  b y  f i r s t  m u l t i p l y i n g  
b o t h  s i d e s  o f  E q .  4 . 9  b y  c o s  n θ a n d  i n t e g r a t i n g  t h e  r e s u l t i n g  
e x p r e s s i o n  w i t h  r e s p e c t  to  θ f r o m  z e r o  to  2π :
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( 4 . 1 0 )
If  m  ≠ n ,  u p o n  i n t e g r a t i o n  E q .  4 . 1 0  i s  e q u a l  to  z e r o ,  a n d  i f  m  = n  = 0, 
E q .  4 . 1 0  i s  e q u a l  to :
( 4 .1 1 )
T h e r e f o r e ,  t h e  c o n s t a n t  Ao c a n  b e  e v a l u a t e d  a s :
( 4 .1 2 )
o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  m  = n  ≠ 0 , E q . 4 . 1 0  b e c o m e s :
( 4 . 1 3 )
T h u s ,  t h e  c o n s t a n t  Am c a n  b e  e v a l u a t e d  a s :   
( 4 . 1 4 )
B e c a u s e  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  o n  t h e
b o u n d a r y , i s  z e r o  e v e r y w h e r e  e x c e p t  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,
a s  s h o w n  i n  E q .  4 . 2 ,  E q s .  4 . 1 2  a n d  4 . 1 4  c a n  b e  s i m p l i f i e d  f u r t h e r .
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U s i n g  t h e  r e l a t i o n s :
t h e  c o n s t a n t s  Ao , Am i n  E q s .  4 . 1 2  a n d  4 . 1 4  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  
 
f o l l o w i n g  f o r m s :
(4.15a)
(4.15b)
w h e r e  ~θ i s  a  d u m m y  v a r i a b l e  o f  i n t e g r a t i o n  a n d  C ( ~θ) r e p r e s e n t s  t h e  
n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  e v a l u a t e d  a t  t h e  e n t r a n c e .
T h e r e f o r e ,  t h e  s o l u t i o n  to  E q .  4 . 1  a n d  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  
E q .  4 . 2 ,  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  E q s .  4 . 1 5  i n to  E q .  4 . 8 :
( 4 .1 6 )
I f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i s  s m a l l ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  C ( θ ) c a n  
b e  a p p r o x i m a t e d  b y  a  c o n s t a n t  C¯, a n d  h e n c e ,  E q .  4 . 1 6  c a n  b e  
e x p r e s s e d  a s :
- 6 9 -
( 4 .1 7 )
In  o r d e r  to  d e t e r m i n e  t h e  c o e f f i c i e n t  C¯ , i . e .  t h e  a v e r a g e  of 
t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  
t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 e v a l u a t e d  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  h a s  to  b e  s e t  
e q u a l  to  t h e  w a v e  f u n c t i o n  i n  R e g i o n  I e v a l u a t e d  a t  t h e  e n t r a n c e .  T h i s  
m e a n s  t h a t  a t  t h e  e n t r a n c e  t h e  a v e r a g e  o f  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a c r o s s  
t h e  e n t r a n c e  m u s t  b e  t h e  s a m e  w h e n  d e t e r m i n e d  e i t h e r  i n  R e g i o n  I 
o r  R e g i o n  II. F o r  t h i s  p u r p o s e ,  t h e  a v e r a g e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  
f 2 a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  ( d e s i g n a t e d  a s  f¯ 2) i s  d e t e r m i n e d  a s :
( 4 .1 8 )
E q .  4 . 1 8  i s  w r i t t e n  i n  a b b r e v i a t e d  f o r m  d e f i n i n g  t h e  b r a c k e t e d  t e r m  
o n  t h e  r i g h t - h a n d - s i d e  a s  M c ; t h e r e f o r e :
( 4 .1 9 )
T h e  s e r i e s  M c c a n  b e  c a l c u l a t e d  o n c e  t h e  r a d i u s  a ,  t h e  c e n t r a l  a n g l e  
o f  t h e  e n t r a n c e  2 θ ο , a n d  t h e  w a v e  n u m b e r  k  a r e  f i x e d .  I t  i s  n o t e d  
t h a t  E q .  4 . 1 9  i s  s i m i l a r  to  E q .  3 . 3 5 ;  i n  b o t h  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  t h e  
w a v e  f u n c t i o n  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i s  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  i t s  
n o r m a l  d e r i v a t i v e  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  (It s h o u l d  b e  r e c a l l e d
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t h a t  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  i s  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  
h o r i z o n t a l  v e l o c i t y . ) T h e  n e x t  s t e p  i n  t h e  s o l u t i o n  i s  to  e x p r e s s  t h e  
a v e r a g e  v a l u e  of f 1 ( fo r  R e g i o n  I) a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a l s o  a s  a  
f u n c t i o n  o f  t h e  a v e r a g e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n ,  C, 
s o  t h a t  b y  e q u a t i n g  t h e  s o l u t i o n s  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i n  b o t h  r e g i o n s  
t h e  v a l u e  o f  C c a n  b e  d e t e r m i n e d .
4 . 1 . 2  W a v e  F u n c t i o n  O u t s i d e  t h e  H a r b o r
A s  m e n t i o n e d  i n  S u b s e c t i o n  4 . 1 . 1 ,  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  
i s  c o n s i d e r e d  s m a l l .  T h u s ,  e v e n  t h o u g h  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i s  a n  
a r c  i n  R e g i o n  II a n d  a  c h o r d  i n  R e g i o n  I ,  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  th e  
l e n g t h  o f  t h e  a r c  a n d  t h a t  o f  t h e  c h o r d  i s  a s s u m e d  to  b e  n e g l i g i b l e .
A s  d e v e l o p e d  i n  S u b s e c t i o n  3 . 2 . 2 .  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s o l u t i o n  i n  R e g i o n  I c a n  b e  e x p r e s s e d  a s :
( 4 .2 0 )
w h e r e  A B  i s  t h e  c h o r d  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  t h e  f u n c t i o n  C ( x o , 0) 
i s  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  s p e c i f i e d  i n  E q .  4 . 2 ,  t h e  n e g a t i v e  s i g n  i s  
s p e c i f i e d  f o r  t h e  a d a p t e d  s i g n  c o n v e n t i o n  t h a t  t h e  o u t w a r d  n o r m a l  
d e r i v a t i v e  to  t h e  d o m a i n  o f  i n t e r e s t  i s  c o n s i d e r e d  p o s i t i v e .  (E q .  4 .2 0 
i s  a n  i n t e g r a l  f o r m  o f  t h e  E q .  3 . 3 4  t h a t  w a s  d e v e l o p e d  p r e v i o u s l y . ) 
T h e  f i r s t  t e r m  on  th e  r i g h t - h a n d -s i d e  o f  E q .  4 . 2 0  r e p r e s e n t s  th e
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i n c i d e n t  w a v e  a n d  r e f l e c t e d  w a v e  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i f  th e  
e n t r a n c e  i s  c l o s e d ;  t h e  s e c o n d  t e r m  r e p r e s e n t s  t h e  r a d i a t e d  w a v e  
f r o m  t h e  e n t r a n c e .
In  o r d e r  to f a c i l i t a t e  p e r f o r m i n g  t h e  i n t e g r a t i o n  i n  E q .  4 . 2 0 ,  
t h e  o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  s h i f t e d  to  t h e  l e f t  c o r n e r  o f  
t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  ( p o in t  A  i n  r e f e r e n c e  to  F i g .  4 . 1 ) .  T o  k e e p  
t h e  s a m e  a p p r o x i m a t i o n  a s  m e n t i o n e d  i n  S e c t i o n  4 . 1 . 1 ,  t h e  f u n c t i o n  
C (x o , 0) i s  a p p r o x i m a t e d  b y  a  c o n s t a n t  C. T h u s ,  E q .  4 . 2 0  c a n  b e  
s i m p l i f i e d  b y  t a k i n g  t h e  c o n s t a n t  C o u t s i d e  t h e  i n t e g r a l  s ig n :
( 4 .2 1 )
T h e  H a n k e l  f u n c t i o n  Η ο(1)( k | x - x o |) i n  E q .  4 . 2 1  c a n  b e  s e p a r a t e d  in to  
i t s  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s :
( 4 . 2 2 )
w h e r e  r  =  | x - x o | i s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  f i e l d  p o i n t  (x, 0) a n d  t h e  
s o u r c e  p o i n t  (xo , 0 ) .  S u b s t i t u t i n g  E q .  4 . 2 2  i n t o  E q .  4 . 2 1  a n d  p e r ­
f o r m i n g  t h e  i n t e g r a t i o n  a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  i t  b e c o m e s :
( 4 .2 3 )
w h e r e  t h e  t e r m s a n d a r e  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  i n t e ­
g r a t i o n  o f  t h e  r e a l  p a r t  a n d  i m a g i n a r y  p a r t  o f  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  
H o(1) ( k r )  i n  E q .  4 . 2 1 .  T h e  i n t e r e s t e d  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  to  A p p e n d i x  
I I I  f o r  t h e  d e t a i l e d  d e r i v a t i o n  o f  f j o (x, 0 ) a n d  fyo (x, 0 ) ,  ( s e e  E q s .  A .3 . 3
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a n d  A.3 . 6 ) .  I n  o r d e r  to  d e t e r m i n e  t h e  v a l u e  o f  C b y  t h e  m a t c h i n g  
p r o c e d u r e ,  t h e  a v e r a g e  of t h e  w a v e  f u n c t i o n ,  f¯ 1 , a c r o s s  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e  c a n  b e  fo u n d  a s :
( 4 .2 4 )
w h e r e  Δs i s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  c h o r d  a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  
S u b s t i t u t i n g  E q .  4 . 2 3  i n to  E q .  4 . 2 4  o n e  o b t a i n s :
( 4 .2 5 )
w h e r e :
(4.2 6 a )
(4.2 6 b )
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T h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  s e r i e s  f o r  J c a n d  Y c a r e  a l s o  p r e s e n t e d  in  
A p p e n d i x  I I I  ( s e e  S e c t i o n s  I I I .  3 a n d  I I I .  4 ) .
4 . 1 . 3  M a t c h i n g  t h e  S o l u t i o n  f o r  E a c h  R e g i o n  a t  t h e  H a r b o r  
E n t r a n c e
W ith  t h e  a v e r a g e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  
(f¯ 2) f o r  R e g i o n  I I  o b t a i n e d  f r o m  E q .  4 . 1 9  a n d  t h e  a v e r a g e  w a v e  f u n c t i o n  
a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  (f¯ 1 ) f o r  R e g i o n  I o b t a i n e d  f r o m  E q .  4 . 2 5 ,  
t h e  tw o  s o l u t i o n s  c a n  n o w  b e  m a t c h e d  to  s o l v e  f o r  t h e  a v e r a g e  n o r m a l  
d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n ,  C. E q .  4 . 2 5  i s  s i m p l i f i e d  a s :
( 4 .2 7 )
w h e r e i n  w h i c h  J c a n d  Yc a r e  d e f i n e d  b y   
E q s .  4 .2 6 a  a n d  4 .2 6 b .
E q u a t i n g  E q .  4 . 1 9  to  E q .  4 . 2 7 ,  o n e  o b t a i n s :
( 4 .2 8 )
t h u s ,  t h e  a v e r a g e  v a l u e  o f  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  
a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  C , c a n  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  E q .  4 . 2 8  a s :
( 4 .2 9 )
w h e r e  M c a n d  Bo a r e  d e f i n e d  b y  E q s .  4 . 1 9  a n d  4 . 2 7  r e s p e c t i v e l y .  
A f t e r  t h e  v a l u e  o f  t h e  a v e r a g e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  
f u n c t i o n  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  C, h a s  b e e n  d e t e r m i n e d  f r o m  
E q .  4 . 2 9 ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f2 a t  a n y  p o s i t i o n  ( r ,  θ ) i n s i d e  t h e  h a r b o r  
c a n  b e  c a l c u l a t e d  f r o m  E q .  4 . 1 7 .  I t  s h o u ld  b e  n o t e d  t h a t  t h e  f u n c t i o n s  
C a n d  f2 ( r ,  θ ) a r e  b o t h  c o m p l e x  n u m b e r s .
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O n c e  th e  v a l u e  o f  t h e  c o m p l e x  n u m b e r  C h a s  b e e n  d e t e r m i n e d  
b y  E q .  4 . 2 9 ,  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r ,  R ,  a t  a n y  p o s i t i o n  ( r ,  θ ) f o r  
a  p a r t i c u l a r  w a v e  n u m b e r  k  c a n  b e  e v a l u a t e d  i n  e x a c t l y  t h e  s a m e  w a y  
a s  d i s c u s s e d  i n  S u b s e c t i o n  3 . 2 . 3  ( a s  s h o w n  i n  E q .  3 . 3 8 ) :
( 4 .3 0 )
I t  s h o u ld  b e  m e n t i o n e d  t h a t  t h e  a n a l y s i s  p r e s e n t e d  in  t h i s  
s e c t i o n  so  f a r  i s  c o n c e r n e d  o n ly  w i t h  o n e  c o m p l e x  c o n s t a n t  C w h i c h  
i s  d e t e r m i n e d  t h r o u g h  t h e  m a t c h i n g  p r o c e d u r e .  T h i s  m e a n s  t h a t  t h e  
q u a n t i t i e s  o f  i n t e r e s t  a r e  a v e r a g e d  o v e r  t h e  f u l l  e n t r a n c e ;  h o w e v e r ,  
i f  a  b e t t e r  a p p r o x i m a t i o n  i s  i n t e n d e d ,  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  c a n  b e  
d i v i d e d  in to  p  s e g m e n t s .  T h u s ,  t h e r e  a r e  p  c o m p l e x  c o n s t a n t s  C 1,
C 2 ,  . . . . . Cp , i . e .  t h e  a v e r a g e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n 
f o r  e a c h  s e g m e n t ,  to  b e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  m a t c h i n g  p r o c e d u r e .  T h e  
a v e r a g e  v a l u e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f o r  e a c h  e n t r a n c e  s e g m e n t  i s
e x p r e s s e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  C 1, C 2 ,  . . . . . Cp ; t h u s ,  a  s e t  o f  e q u a t i o n s
s i m i l a r  to  t h o s e  u s e d  i n  t h e  a p p r o x i m a t e  m e t h o d  a n d  s h o w n  i n  E q .  3 . 3 5  
c a n  b e  d e v e l o p e d .  A s  f o r  t h e  s o l u t i o n  i n  R e g i o n  I ,  E q .  3 . 3 4  d e v e l o p e d  
i n  C h a p t e r  3 r e p r e s e n t s  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f1 f o r  e a c h  e n t r a n c e  s e g m e n t  
a n d  c a n  b e  u s e d  i n  t h e s o l u t i o n  i n s t e a d  o f  E q .  4 . 2 5 .  T h e r e f o r e ,  
b y  m a t c h i n g  t h e  a v e r a g e  v a l u e  o f  f 1 a n d  f 2 a t  e a c h  e n t r a n c e  s e g m e n t ,  
a  s e t  o f  p  s i m u l t a n e o u s  l i n e a r  e q u a t i o n s  c a n  b e  o b t a i n e d ;  t h e  v a l u e  
o f  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  of w a v e  f u n c t i o n  f o r  e a c h  s e g m e n t ,  i . e .  C 1,
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C 2 ,  . . . . . Cp , c a n  b e  d e t e r m i n e d  b y  s o l v i n g  t h i s  s e t  o f  s i m u l t a n e o u s
e q u a t i o n s  s i m i l a r  to  w h a t  w a s  d i s c u s s e d  i n  S u b s e c t i o n  3 . 2 . 3 .  A f t e r
e v a l u a t i n g  t h e  v a l u e  o f  C 1, C 2 ,  . . . . . Cp , t h e  w a v e  f u n c t i o n  f2 ( r ,  θ )
a t  a n y  p o s i t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r  c a n  b e  c a l c u l a t e d .
I t  s h o u l d  a l s o  b e  n o t e d  t h a t  e v e n  th o u g h  t h e r e  i s  no  l i m i t a t i o n  
o n  t h e  n u m b e r  o f  s e g m e n t s  i n to  w h i c h  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  c a n  b e  
d i v i d e d  th e  e n t r a n c e  s t i l l  c a n n o t  b e  v e r y  l a r g e .  T h i s  i s  b e c a u s e  to  
u s e  t h e  t h e o r e t i c a l  a n a l y s i s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  s e c t i o n  t h e  a r c  a n d  th e  
c h o r d  a t  t h e  e n t r a n c e  m u s t  b e  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a m e  l e n g t h .  In  
a d d i t i o n  i f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i s  v e r y  l a r g e ,  t h e  h a r b o r  g e o m e t r y  
c a n  no  l o n g e r  b e  c o n s i d e r e d  a s  c i r c u l a r  a n d  t h e  m e t h o d  o f  s e p a r a t i o n  
o f  v a r i a b l e s  c a n n o t  b e  a p p l i e d .  F o r  s u c h  c a s e s  i t  i s  n e c e s s a r y  to  
r e s o r t  to  t h e  a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  d e s c r i b e d  in  C h a p t e r  3.
4 .  2 T H E O R E T I C A L  A N A L Y S IS  F O R  A R E C T A N G U L A R  H A R B O R  
A n o t h e r  e x a m p l e  f o r  w h i c h  t h e  c o o r d i n a t e s  i n s i d e  t h e  
h a r b o r  a r e  s e p a r a b l e  i s  a  h a r b o r  w i t h  a  r e c t a n g u l a r  s h a p e .  S i m i l a r  
to  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r ,  f o r  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  t h e  s o l u t i o n  i n s i d e  
t h e  h a r b o r  ( R e g io n  II) c a n  b e  o b t a i n e d  i n  a n  e i g e n  f u n c t i o n  e x p a n s i o n  
w i t h  t h e  c o e f f i c i e n t s  to  b e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .
T h e  s o l u t i o n  i n  R e g i o n  I I  t h a t  w i l l  b e  p r e s e n t e d  b e l o w  i s  t h e  s a m e  
a s  t h e  w o r k  o f  I p p e n  a n d  G o d a  ( 19 6 3 ) ,  s i n c e  i t  i n v o l v e s  t h e  s t a n d a r d  
s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e  m e t h o d .  F o r  t h e  s o l u t i o n  i n  R e g i o n  I ,  t h e  
m e t h o d  d i s c u s s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  i . e .  S u b s e c t i o n  4 . 1 . 2 ,  w i l l  
b e  u s e d .  T h i s  m e t h o d  i s  d i f f e r e n t  f r o m  th e  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n  
m e t h o d  t h a t  I p p e n  a n d  G o d a  (1 9 6 3 )  u s e d  i n  t h e i r  w o r k .  T h i s  t h e o r e t i c a l
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a n a l y s i s  c a n  b e  u s e d  a s  a  c h e c k  b o t h  o f  t h e  t h e o r y  d e v e l o p e d  b y  I p p e n  
a n d  G o d a  ( 1963)  a s  w e l l  a s  t h e  t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  3 f o r  a n  
a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r .
4 . 2 . 1  W a v e  F u n c t i o n  I n s i d e  t h e  R e c t a n g u l a r  H a r b o r
F o r  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 (x, y) i n s i d e  t h e  r e c t a n g u l a r  
h a r b o r ,  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  E q .  3 . 5 ,  i s  w r i t t e n  i n  r e c t a n g u l a r  
c o o r d i n a t e s :
( 4 .3 1 )
t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 m u s t  s a t i s f y  t h e  f o l l o w i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :
(i)
( ii)
( i i i )
( 4 . 3 2 )
A d e f i n i t i o n  s k e t c h  o f  t h e  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  s h o w i n g  b o t h  r e g i o n s :  
R e g i o n  I a n d  R e g i o n  I I ,  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  4 . 2 .
U s i n g  t h e  m e t h o d  o f  s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  a n d  c o n s i d e r i n g  
t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  (i) a n d  ( i i ) ,  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  H e l m h o l t z  
e q u a t i o n ,  E q .  4 . 3 l ,  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  i n f i n i t e  
s e r i e s :
( 4 . 3 3 )
w h e r e a n d  Am i s  a n  a r b i t r a r y  c o n s t a n t  to  b e  
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F i g .  4 . 2  D e f i n i t i o n  s k e t c h  o f  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r
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d e t e r m i n e d .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  E q .  4 . 3 3  s a t i s f i e s  t h e  H e l m h o l t z  
e q u a t i o n ,  E q .  4 . 3 1 ,  a n d  a l s o  s a t i s f i e s  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  (i) 
a n d  (ii)  i n  E q .  4 . 3 2 .  T h u s ,  t h e  c o n s t a n t s  Am  h a v e  to  b e  d e t e r m i n e d  
s o  t h a t  t h e  s o l u t i o n  f2 (x, y )  w i l l  s a t i s f y  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( i i i )  i n  
E q .  4 . 3 2 .
D i f f e r e n t i a t i n g  E q .  4 . 3 3  w i t h  r e s p e c t  to  y ,  o n e  o b t a i n s :
( 4 .3 4 )
E v a l u a t i n g  E q .  4 . 3 4  a t  y  =  0 a n d  e x p a n d i n g ,  o n e  o b t a i n s :
( 4 .3 5 )
T h e  c o e f f i c i e n t s  Ao a n d  Am c a n  b e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  F o u r i e r  
c o s i n e  t r a n s f o r m a t i o n  m e t h o d  w h i c h  w a s  u s e d  i n  S u b s e c t i o n  4 . 1 . 1 .
U s i n g  t h i s  m e t h o d  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n s  a r e  o b t a i n e d  f o r  A o a n d  Am :
(4.3 6 a )
(4.36b)
If  C (x )  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  b y  a  c o n s t a n t  C , a s  h a s  b e e n  d o n e
i n  S u b s e c t i o n  4 . 1 . 1 ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  Ao a n d  Am i n  E q s .  4.3 6 a  a n d  
4 .3 6 b  c a n  b e  e v a l u a t e d  a s :
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(4.3 7 a )
(4.37b )
S u b s t i t u t i n g  E q s .  4 . 3 7  i n t o  E q .  4 . 3 3 ,  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  
f2 i n s i d e  t h e  h a r b o r  c a n  b e  w r i t t e n  a s :
( 4 .3 8 )
w h e r e i n :
T h e  c o m p l e x  c o n s t a n t  C , i . e .  t h e  a v e r a g e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  
w a v e  f u n c t i o n  a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  i n  E q .  4 . 3 8  h a s  to  b e  
d e t e r m i n e d  b y  a  m a t c h i n g  p r o c e d u r e  s i m i l a r  to  t h a t  u s e d  p r e v i o u s l y .  
T h e  m a t c h i n g  p r o c e d u r e  u s e d  f o r  t h e  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  i s  to  
e q u a t e  t h e  a v e r a g e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 e v a l u a t e d  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  
(f¯ 2 ) to  t h e  a v e r a g e  w a v e  f u n c t i o n  e v a l u a t e d  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e
(f¯ 1 ).
T h e  a v e r a g e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  (f¯ 2) 
c a n  b e  e v a l u a t e d  a s :
( 4 .3 9 )
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w h e r e :
4 . 2 . 2  M a t c h i n g  o f  t h e  S o l u t i o n  f o r  E a c h  R e g i o n  a t  t h e  H a r b o r  
E n t r a n c e
T h e  a v e r a g e  w a v e  f u n c t i o n ,  f 2 , d e t e r m i n e d  i n  R e g i o n  II 
a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  E q .  4 . 3 9 .  F o r  t h e  
s o l u t i o n  i n  R e g i o n  I ,  t h e  r e l a t i o n  d e v e l o p e d  i n  S u b s e c t i o n  4 . 1 . 2 ,  
i . e .  E q .  4 . 2 7 ,  c a n  b e  u s e d  f o r  t h e  a v e r a g e  w a v e  f u n c t i o n ,  f¯ 1 . T h u s  
b y  m a t c h i n g  t h e s e  tw o  s o l u t i o n s  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  t h e  a v e r a g e  
n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  C, 
c a n  b e  d e t e r m i n e d .  E q u a t i n g  E q .  4 . 3 9  to  E q .  4 . 2 7  o n e  o b t a i n s :
( 4 .4 0 )
t h u s ,  t h e  v a l u e  o f  C c a n  b e  d e t e r m i n e d  a s :
( 4 .4 1 )
A f t e r  t h e  v a l u e  o f  C h a s  b e e n  d e t e r m i n e d  f r o m  E q .  4 . 4 1 ,  th e  
w a v e  f u n c t i o n  f2 a t  a n y  p o s i t i o n  (x, y) i n s i d e  t h e  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  
c a n  b e  d e t e r m i n e d  u s i n g  E q .  4 . 3 8 .  T h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  w a v e  
f u n c t i o n  f2 ( x , y )  i s  e q u a l  to  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  a t  t h e  p o s i t i o n  
( x ,y )  a s  w a s  s h o w n  i n  E q .  3 . 3 8  a n d  E q .  4 . 3 0 .
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I t  i s  n o t e d  t h a t  i n  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  
S e c t i o n  4 . 1 ,  th e  h a r b o r  e n t r a n c e  i s  l i m i t e d  b y  t h e  r e q u i r e m e n t  
t h a t  t h e  a r c  i s  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  to  t h e  c h o r d  a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e .  T h i s  t y p e  o f  l i m i t a t i o n  d o e s  n o t  e x i s t  i n  t h e  r e c t a n g u l a r  
h a r b o r  t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  t h i s  s e c t i o n ,  s i n c e  no  m a t t e r  h o w  l a r g e  
t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i s ,  t h e  g e o m e t r y  i n  R e g i o n  II  i s  s t i l l  r e c t a n g u l a r  
a n d  t h e  s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e  m e t h o d  c a n  b e  u s e d .  F o r  t h e  c a s e  of 
a  w i d e  h a r b o r  e n t r a n c e  c o m p a r e d  to  t h e  l e n g t h  o f  t h e  h a r b o r  t h e  
e n t r a n c e  c a n  b e  d i v i d e d  i n t o  a  n u m b e r  o f  s e g m e n t s  u s i n g  t h e  m a t c h i n g  
p r o c e d u r e  to  e q u a t e  t h e  a v e r a g e  v a l u e  o f  f 1 a n d  t h e  a v e r a g e  v a l u e  o f  f 2 
a t  e a c h  s e g m e n t  a t  t h e  e n t r a n c e .  T h e r e f o r e ,  a  s e t  o f  s i m u l t a n e o u s  
e q u a t i o n s  c a n  b e  o b t a i n e d ; t h e  v a l u e  o f  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  
w a v e  f u n c t i o n  C f o r  e a c h  s e g m e n t  c a n  b e  d e t e r m i n e d  b y  s o l v i n g  
t h e s e  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s .  A f t e r  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  
w a v e  f u n c t i o n  f o r  e a c h  e n t r a n c e  s e g m e n t  h a s  b e e n  d e t e r m i n e d ,  t h e  
w a v e  f u n c t i o n  f2 (x, y )  a t  a n y  p o s i t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r  c a n  b e  
c a l c u l a t e d .
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C H A P T E R  5
E X P E R I M E N T A L  E Q U I P M E N T  A N D  P R O C E D U R E S
5 . 1  W A V E  B A S IN
A w a v e  b a s i n  1 f t  9 i n .  d e e p ,  15 f t  5 in  w i d e ,  a n d  31 f t  
5 in .  lo n g  s h o w n  i n  F i g s .  5 . 1  a n d  5 . 2  w a s  u s e d  f o r  t h e  e x p e r i m e n t s .  
T h e  v e r t i c a l  w a l l s  o f  th e  b a s i n  w e r e  c o n s t r u c t e d  o f  3 / 4  i n .  m a r i n e  
p ly w o o d  w i t h  t h e  f l o o r  c o n s t r u c t e d  o f  1 i n .  m a r i n e  p l y w o o d .  T h e  
b a s i n  f l o o r  w a s  l o c a t e d  10 i n .  a b o v e  th e  l a b o r a t o r y  f l o o r .  T h i s  c a n  
b e  s e e n  i n  F i g s .  5 . 1  a n d  5 . 2  w h e r e  a  s u b s t r u c t u r e  s u p p o r t i n g  th e  
b a s i n  f l o o r  w a s  b u i l t  to  a l l o w  f o r  p r o p e r  l e v e l i n g  of t h e  b a s i n  f l o o r  
a n d  to  r a i s e  t h e  b a s i n  to  a  m o r e  c o m f o r t a b l e  w o r k i n g  l e v e l .  T h i s  
s u b s t r u c t u r e  c o n s i s t e d  o f  w o o d  s i l l s  a n d  j o i s t s ;  s e v e n  w o o d  s i l l s  
( 1 - 5 / 8  in .  x  3 - 5 / 8  in .  w i t h  t h e  s h o r t  d i m e n s i o n  v e r t i c a l )  w e r e  
f a s t e n e d  to  th e  l a b o r a t o r y  f l o o r ,  2 f t  8 i n .  o n  c e n t e r  r u n n i n g  t h e  
l e n g t h  o f  t h e  b a s i n .  P e r p e n d i c u l a r  to  t h e s e  s i l l s ,  a  s y s t e m  of 
j o i s t s  ( 1 - 5 / 8  in .  x  7 - 5 / 8  in .  w i t h  t h e  l o n g  d i m e n s i o n  v e r t i c a l )  w a s  
f a s t e n e d  o n  1 f t  4 in .  c e n t e r s .  T h e  u p p e r  f a c e  o f  t h e  j o i s t s  w a s  
l e v e l e d  to  w i t h i n  ± 1 /3 2  in .  b y  p l a c i n g  s h i m  m a t e r i a l  b e t w e e n  th e  
s i l l  a n d  t h e  j o i s t  a t  e a c h  i n t e r s e c t i o n .  T h e  1 i n .  p ly w o o d  w a s  t h e n  
g lu e d  a n d  s c r e w e d  to  t h e  j o i s t s  to  b e c o m e  t h e  b a s i n  f l o o r  a n d  th e  
3 / 4  in . v e r t i c a l  w a l l s  a n d  t h e i r  s u p p o r t i n g  s t r u c t u r e  w e r e  f a s t e n e d  
i n  p l a c e .  ( F o r  a d d i t i o n a l  d e t a i l s  o f  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  b a s i n ,  s e e
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F i g .  5 . 1  D r a w i n g  o f  t h e  w a v e  b a s i n  a n d  w a v e  g e n e r a t o r  
( m o d i f i e d  f r o m  R a i c h l e n  (1 9 6 5 ))
9331
F i g .  5 . 2  O v e r - a l l  v i e w  o f  t h e  w a v e  b a s i n  a n d  w a v e  g e n e r a t o r  w i t h  
w a v e  f i l t e r  a n d  a b s o r b e r s  i n  p l a c e
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R a i c h l e n  ( 1 9 6 5 ) . )  In  o r d e r  to  e n s u r e  w a t e r t i g h t n e s s  a n d  to  p r o v i d e  
a  l e v e l  b o t t o m ,  b e f o r e  t h i s  s t u d y  w a s  i n i t i a t e d ,  a  l a y e r  of p o l y e s t e r  
r e s i n  ( " C Y B O N D  2 5 0 1  P a r t  1 " m a n u f a c t u r e d  b y  A m e r i c a n  C y a n a m i d  
C o m p a n y )  a p p r o x i m a t e l y  1/4  in .  t h i c k  w a s  p o u r e d  i n to  t h e  b a s i n .
T h e  r e s i n  s o u g h t  i t s  o w n  l e v e l  b e f o r e  i t  s o l i d i f i e d ;  t h e r e f o r e ,  a  
b o t t o m  w h i c h  w a s  h o r i z o n t a l  to  w i t h i n  a t  l e a s t  ± 0 . 0 2  in .  w a s  o b t a i n e d  
b y  t h i s  t r e a t m e n t .  A l l  t h e  j o i n t s  w e r e  s e a l e d  b y  f i b e r  g l a s s  c l o t h  a n d  
r e s i n  a n d  th e  i n t e r i o r  o f  t h e  b a s i n  w a s  t h e n  p a i n t e d  w i t h  a n  e p o x y  
b a s e  p a i n t .  A f t e r  t h i s  t r e a t m e n t  t h e  w a v e  b a s i n  r e m a i n e d  f r e e  of 
l e a k s  t h r o u g h o u t  t h e  c o u r s e  o f  t h e  e x p e r i m e n t s .
A l s o  s h o w n  i n  F i g s .  5 . 1  a n d  5 . 2  a r e  w a v e  e n e r g y  d i s s i p a t o r s :  
a  w a v e  f i l t e r  l o c a t e d  i n  f r o n t  o f  t h e  w a v e  m a c h i n e  a n d  w a v e  a b s o r b e r s  
l o c a t e d  a lo n g  tw o  s i d e s  o f  t h e  b a s i n .  T h e  d e t a i l s  o f  th e  c o n s t r u c t i o n  
a n d  th e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e s e  u n i t s  w i l l  b e  p r e s e n t e d  in  S e c t i o n s  
5 . 6  a n d  6 . 1  r e s p e c t i v e l y .
5 . 2  W A V E  G E N E R A T O R
T h e  w a v e  g e n e r a t o r  u s e d  f o r  t h i s  s t u d y  w a s  a  p e n d u l u m  
ty p e  d e s i g n e d  to  o p e r a t e  e i t h e r  a s  a  p a d d l e -  o r  p i s t o n - t y p e  w a v e  
m a c h i n e ;  i t s  d e t a i l e d  d e s c r i p t i o n  a n d  d e s i g n  c o n s i d e r a t i o n  w e r e  
g iv e n  b y  R a i c h l e n  (1 9 6 5 ) .  A  p h o t o g r a p h  o f  t h e  w a v e  g e n e r a t o r  a n d  
t h e  o v e r h e a d  s u p p o r t  i s  s h o w n  i n  F i g .  5 . 3 .  I t  i s  s e e n  t h a t  t h e  p l a t e  
o f  t h e  g e n e r a t o r  i s  o b s c u r e d  b y  t h e  w a v e  f i l t e r ;  h o w e v e r ,  t h i s  s h o w s  
th e  a r r a n g e m e n t  o f  t h e  f i l t e r  r e l a t i v e  to  t h e  g e n e r a t i n g  s u r f a c e .  T h e  
g e n e r a t i n g  s u r f a c e  w a s  a n  a l u m i n u m  p l a t e  11 f t  8 in .  l o n g ,  2 f t  h i g h ,
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F ig .  5 .3  W ave  g e n e r a t o r  and  o v e r h e a d  s u p p o r t  w i th  w a v e  f i l t e r  and  
w a v e  a b s o r b e r  in  p la c e
9333
F ig .  5 . 4  M o to r  d r i v e ,  e c c e n t r i c ,  and  l ig h t  s o u r c e  and p e r f o r a t e d  
d i s c  f o r  w a v e  p e r i o d  m e a s u r e m e n t
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a n d  1 / 4  i n .  t h i c k  a t t a c h e d  to  a  s t r u c t u r a l  a l u m i n u m  a n g le  f r a m e  
w h i c h  p r o v i d e d  r i g i d i t y .  A s  c a n  b e  s e e n  i n  F i g .  5 . 3 ,  t h i s  a s s e m b l y  
w a s  s u s p e n d e d  f r o m  t h r e e  p a i r s  o f  a r m s  c o n n e c t e d  to  a n  o v e r h e a d  
s t r u c t u r e  w h i c h  i n  t u r n  w a s  f a s t e n e d  to  t h e  r e i n f o r c e d  c o n c r e t e  c e i l i n g  
b e a m .  E a c h  s u p p o r t i n g  a r m  w a s  2 f t  9 i n .  l o n g  w i t h  t h e  u p p e r  e n d  o f  
e a c h  f o r w a r d  a r m  a b le  to  b e  m o v e d  a lo n g  a  s l o t  w h i c h  w a s  a n  a r c  of 
r a d i u s  2 f t  9 in .  H e n c e ,  w h e n  t h e  f o r w a r d  a r m  a t  e a c h  s u p p o r t  w a s  
p a r a l l e l  to  t h e  r e a r  a r m  th e  w a v e  m a c h i n e  o p e r a t e d  a s  a  p i s t o n - t y p e  
g e n e r a t o r ;  w h e n  t h e  u p p e r  e n d  o f  t h e  f o r w a r d  s u p p o r t i n g  a r m  w a s  
m o v e d  to  t h e  f u r t h e r m o s t  f o r w a r d  p o s i t i o n ,  t h e  w a v e  m a c h i n e  o p e r a t e d  
a s  a  p a d d l e - t y p e  w a v e  g e n e r a t o r  w i t h  t h e  b o t t o m  o f  t h e  g e n e r a t i n g  p l a t e  
a c t i n g  a s  a n  i m a g i n a r y  h i n g e  p o i n t .  T h i s  a r r a n g e m e n t  f a c i l i t a t e d  t h e  
g e n e r a t i o n  o f  s h a l l o w  w a t e r  a n d  d e e p  w a t e r  w a v e s .  T h e  w a v e  g e n e r a t o r  
w a s  d r i v e n  b y  tw o  a r m s  c o n n e c t e d  to  i n d e p e n d e n t  e c c e n t r i c s  w h i c h  i n  
t u r n  w e r e  c o n n e c t e d  t h r o u g h  a  p u l l e y  s y s t e m  to  a  1 - 1 / 2  h p  v a r i a b l e  
s p e e d  m o t o r .  T h i s  a r r a n g e m e n t  c a n  b e  s e e n  i n  F i g .  5 . 4 .  T h e  
e c c e n t r i c s  a l l o w e d  f o r  a  m a x i m u m  w a v e  m a c h i n e  s t r o k e  o f  12 i n . , b u t  
c a r e f u l  a d j u s t m e n t  w a s  n e c e s s a r y  to  i n s u r e  t h a t  b o t h  e c c e n t r i c s  h a d  
i d e n t i c a l  s e t t i n g s .  T h i s  w a s  a c c o m p l i s h e d  b y  m e a s u r i n g  t h e  s t r o k e  o f  
t h e  g e n e r a t o r  a t  tw o  l o c a t i o n s  u s i n g  d i a l  g a g e s ,  a n d  i t  w a s  p o s s i b l e  
to  a d j u s t  t h e  e c c e n t r i c s  to  w i t h i n  0 . 0 0 1  i n .  o f  e a c h  o t h e r .  T h e  m o t o r  
w a s  a  1 - 1 / 2  h p  U. S. V a r i d r i v e  M o t o r  w i t h  a  10:1 s p e e d  r a n g e  a n d  a  
c o n t i n u o u s  v a r i a t i o n  o v e r  t h i s  r a n g e .  W a v e  p e r i o d s  r a n g i n g  f r o m  0 . 34  
s e c  to  3 . 8 s e c  c o u ld  b e  o b t a i n e d  w i t h  t h i s  s y s t e m .
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5 . 3  M E A S U R E M E N T  O F  W A V E  P E R I O D
A p u l s e  c o u n t i n g  t e c h n i q u e  w a s  u s e d  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  
o f  t h e  w a v e  p e r i o d .  A s  c a n  a l s o  b e  s e e n  i n  F i g .  5 . 4 ,  t h e  p u l s e  w a s  
g e n e r a t e d  b y  i n t e r r u p t i n g  a  l i g h t  b e a m ,  w h i c h  w a s  d i r e c t e d  a t  a  p h o t o ­
c e l l ,  b y  a  d i s c  w i t h  3 6 0  e v e n l y  s p a c e d  h o l e s  a r r a n g e d  i n  a  c i r c l e  n e a r  
i t s  o u t e r  e d g e .  T h e  d i s c  w a s  d i r e c t l y  c o n n e c t e d  to  o n e  e c c e n t r i c  o f  
t h e  w a v e  d r i v e  m e c h a n i s m .  A  s c h e m a t i c  d i a g r a m  a n d  c i r c u i t  o f  th e  
p h o t o c e l l  d e v i c e  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  5 . 5 .  T h e  v o l t a g e  p u l s e s  so  
g e n e r a t e d  b y  t h e  p h o t o c e l l  c i r c u i t  w e r e  c o u n t e d  o v e r  a n  i n t e r v a l  o f  
10 s e c o n d s  b y  a  B e c k m a n / B e r k e l e y  D i v i s i o n  I n d u s t r i a l  C o u n t e r  M o d e l  
7 3 5 1 .  T h e  w a v e  p e r i o d  i n  s e c o n d s  w a s  o b t a i n e d  s i m p l y  b y  d i v id i n g  
th e  p r o d u c t  o f  t h e  n u m b e r  o f  h o l e s  t i m e s  t h e  c o u n t i n g  i n t e r v a l  (3600 )  
b y  t h e  n u m b e r  o f  c o u n t s  r e g i s t e r e d  b y  t h e  c o u n t e r  i n  10 s e c o n d s .
H e n c e ,  t h e  p e r i o d  m e a s u r e d  w a s  a n  a v e r a g e  o v e r  a  10 s e c o n d  i n t e r v a l ;  
t h r o u g h o u t  a n  e x p e r i m e n t  t h i s  p e r i o d  v a r i e d  a t  m o s t  b y  ± 0 .0 3 % .
5. 4 M E A S U R E M E N T  O F  W A V E  A M P L I T U D E
5 . 4 . 1  W a v e  G a g e
R e s i s t a n c e  w a v e  g a g e s  w e r e  u s e d  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  th e  
S a n b o r n  (150  s e r i e s )  r e c o r d e r  f o r  t h e  m e a s u r e m e n t  o f  w a v e  a m p l i t u d e .  
A d r a w i n g  o f  a  t y p i c a l  w a v e  g a g e  i s  s h o w n  i n  F i g .  5 . 6 .  T h e  w a v e  g a g e  
c o n s i s t e d  o f  tw o  0 . 0 1 0  i n .  d i a m e t e r  s t a i n l e s s  s t e e l  w i r e s  3 - 1 / 2  in .  
l o n g ,  s p a c e d  1 /8  in .  a p a r t .  T h e  w i r e s  w e r e  s t r e t c h e d  t a u t  a n d  
p a r a l l e l  i n  a  f r a m e  c o n s t r u c t e d  o f  1/8 i n .  d i a m e t e r  s t a i n l e s s  s t e e l .
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F i g .  5 . 5  S c h e m a t i c  d i a g r a m  a n d  c i r c u i t  of  p h o t o - c e l l  d e v i c e  
( f r o m  R a i c h l e n  ( 1 9 6 5 ) )
F i g .  5. 6 D r a w i n g  o f  a  t y p i c a l  w a v e  g a g e  ( f r o m  R a i c h l e n  ( 1 9 6 5 ) )
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T h e  w i r e s  w e r e  i n s u l a t e d  e l e c t r i c a l l y  f r o m  e a c h  o t h e r ,  e x c e p t  t h a t  
c u r r e n t  c o u ld  p a s s  f r o m  o n e  w i r e  to  t h e  o t h e r  t h r o u g h  t h e  w a t e r  i n  
w h i c h  t h e  g a g e  w a s  i m m e r s e d .
A c i r c u i t  d i a g r a m  f o r  t h e  w a v e  g a g e  i s  s h o w n  i n  F i g .  5 . 7 .  A 
S a n b o r n  C a r r i e r  P r e a m p l i f i e r  ( M o d e l  150 - 1100 AS) s u p p l i e d  t h e  
2 4 0 0  c p s  - 4 . 5  v o l t  e x c i t a t i o n  f o r  t h e  g a g e s  a n d  i n  t u r n  r e c e i v e d  th e  
o u t p u t  f r o m  t h e  w a v e  g a g e s  w h i c h  a f t e r  d e m o d u l a t i o n  a n d  a m p l i f i c a t i o n  
w e r e  d i s p l a y e d  o n  t h e  r e c o r d i n g  u n i t .  T h e  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  s t y l u s  
o f  t h e  r e c o r d e r  w a s  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  p r o b e  r e s i s t a n c e ,  w h i c h  i n  
t u r n  w a s  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  d e p t h  o f  i m m e r s i o n  o f  w i r e s .
T h e  w a v e  g a g e  w a s  c a l i b r a t e d  b e f o r e  a n d  a f t e r  a n  e x p e r i m e n t  
( a p p r o x i m a t e l y  o n e  h o u r  a p a r t ) .  T h r e e  t y p i c a l  c a l i b r a t i o n  c u r v e s  
a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g .  5 . 8  f o r  a  w a v e  g a g e  w i t h  t h r e e  d i f f e r e n t  
a t t e n u a t i o n  s e t t i n g s  o f  t h e  a m p l i f i e r ,  i . e .  x 5 0 ,  x 2 0 ,  x 1 0 . T h e  o r d i n a t e  
s h o w s  th e  i m m e r s i o n  p l u s  w i t h d r a w a l  i n  c e n t i m e t e r s  w h i l e  t h e  
a b s c i s s a  s h o w s  t h e  s t y l u s  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r e c o r d e r  i n  m i l l i m e t e r s .
T h e  c a l i b r a t i o n  o f  w a v e  g a g e  w a s  p e r f o r m e d  m a n u a l l y  b y  f i r s t  
i n c r e a s i n g  i t s  i m m e r s i o n  0 . 0 5  c m ,  t h e n  r e t u r n i n g  to  t h e  o r i g i n a l  
p o s i t i o n  a n d  w i t h d r a w i n g  i t  0 . 0 5  c m .  T h e  s a m e  p r o c e d u r e  w a s  t h e n  
r e p e a t e d  w i t h  a  l a r g e r  i n c r e m e n t  o f  i m m e r s i o n  a n d  w i t h d r a w a l .  A 
c a l i b r a t i o n  c u r v e  r e p r e s e n t i n g  a n  a v e r a g e  o v e r  t h e  d u r a t i o n  o f  a n  
e x p e r i m e n t  w a s  u s e d  i n  t h e  d a t a  r e d u c t i o n  p r o c e d u r e .  M o s t  c a l i - 
b r a t i o n  c u r v e s  w e r e  e s s e n t i a l l y  l i n e a r  a n d  s h o w e d  v e r y  l i t t l e  c h a n g e  
d u r i n g  a n  e x p e r i m e n t  a s  c a n  b e  s e e n  i n  F i g .  5 . 8 .
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F i g .  5 . 7  C i r c u i t  d i a g r a m  f o r  w a v e  g a g e s  ( f r o m  R a i c h l e n  ( 1 9 6 5 ) )
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F i g .  5. 8 T y p i c a l  c a l i b r a t i o n  c u r v e s  o f  a  w a v e  g a g e
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5. 4 . 2 M e a s u r e m e n t  o f  S t a n d in g  W a v e  A m p l i t u d e  f o r  th e  C l o s e d  
H a r b o r
A s  m e n t i o n e d  i n  S u b s e c t i o n  3 . 2 . 3 ,  t h e  a m p l i f i c a t i o n  
f a c t o r  i s  d e f i n e d  a s  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  a  p a r t i c u l a r  l o c a t i o n  i n s i d e  
t h e  h a r b o r  d i v i d e d  b y  th e  s u m  o f  t h e  a m p l i t u d e  o f  th e  i n c i d e n t  a n d  t h e  
r e f l e c t e d  w a v e  w h e n  th e  h a r b o r  e n t r a n c e  i s  c l o s e d ;  t h i s  l a t t e r  i s  t h e  
s t a n d i n g  w a v e  a m p l i t u d e .  T h e r e f o r e ,  i n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  th e  
a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  e x p e r i m e n t a l l y ,  b o t h  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  i n s i d e  
t h e  h a r b o r  a n d  t h e  s t a n d i n g  w a v e  a m p l i t u d e  w h e n  t h e  e n t r a n c e  i s  
c l o s e d  m u s t  b e  m e a s u r e d .
T h e  a m p l i t u d e  i n s i d e  t h e  h a r b o r  i s  m e a s u r e d  i n  a  s t r a i g h t ­
f o r w a r d  m a n n e r  u s i n g  t h e  r e s i s t a n c e  w a v e  g a g e s  j u s t  d e s c r i b e d .  D u e  
to  t h e  v a r i a t i o n  i n  t h e  s t a n d i n g  w a v e  a m p l i t u d e  a l o n g  a  c r e s t ,  c a u s e d  
b y  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  w a v e s  o f f  t h e  e d g e s  o f  t h e  w a v e  m a c h i n e  a n d  b y  
t h e  w a v e  a b s o r b e r s  ( s e e  a l s o  I p p e n  a n d  G o d a  ( 1 9 6 3 ) ) ,  i t  w a s  n e c e s s a r y  
to  u s e  a n  a v e r a g e  a m p l i t u d e  of t h e  s t a n d i n g  w a v e  a c r o s s  t h e  e n t r a n c e  
i n  d e f i n i n g  th e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r .
T h i s  a v e r a g e  s t a n d i n g  w a v e  a m p l i t u d e  a lo n g  t h e  " c o a s t l i n e "  w a s  
o b t a i n e d  a s  f o l l o w s .  W i th  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  c l o s e d ,  t h r e e  w a v e  
g a g e s  w e r e  p l a c e d  1 / 4  in .  f r o m  th e  f a l s e  w a l l  ( w h ic h  r e p r e s e n t s  th e  
" c o a s t l i n e " )  w i t h  t h e  w i r e s  i n  a  p l a n e  p a r a l l e l  to  t h e  w a l l .  O n e  w a v e  
g a g e  w a s  l o c a t e d  o n  t h e  c e n t e r  l i n e  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  a n d  t h e  
o t h e r  tw o  g a g e s  w e r e  l o c a t e d  2 f t  to  e i t h e r  s i d e .  A f t e r  t h e  w a v e  
a m p l i t u d e  a t  t h e s e  t h r e e  l o c a t i o n s  h a d  b e e n  d e t e r m i n e d ,  t h e  w a v e
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a m p l i t u d e  a t  t h e  tw o  l i m i t s  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  w e r e  d e t e r m i n e d  
b y  i n t e r p o l a t i o n  a f t e r  f i t t i n g  a  s e c o n d  o r d e r  p o l y n o m i a l  to  t h e  
m e a s u r e d  v a l u e s .  T h e  s u b r o u t i n e  " A I T K E N / P o l y n o m i a l  I n t e r p o l a t i o n  
F u n c t i o n "  a v a i l a b l e  a t  t h e  B o o th  C o m p u t i n g  C e n t e r  o f  t h e  C a l i f o r n i a  
I n s t i t u t e  o f  T e c h n o l o g y  w a s  u s e d  to  a c c o m p l i s h  t h i s .  T h e  a v e r a g e  o f  
t h e  w a v e  a m p l i t u d e  m e a s u r e d  b y  t h e  c e n t e r  g a g e  a n d  t h o s e  i n t e r p o l a t e d  
a s  j u s t  d e s c r i b e d  w a s  u s e d  to  r e p r e s e n t  t h e  s t a n d i n g  w a v e  a m p l i t u d e .  
T h e r e f o r e ,  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  w a s  d e t e r m i n e d  b y  d i v i d i n g  t h e  
m e a s u r e d  w a v e  a m p l i t u d e  a t  a  g i v e n  l o c a t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r  b y  t h e  
s t a n d i n g  w a v e  a m p l i t u d e  s o  d e t e r m i n e d .
5. 5 M E A S U R E M E N T  O F  V E L O C I T Y
T h e  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  w a s  m e a s u r e d  u s i n g  a
h o t - f i l m  a n e m o m e t e r  m a n u f a c t u r e d  b y  T h e r m o - S y s t e m s , I n c .  ( H e a t
F l u x  S y s t e m  M o d e l  102 0 A ).  T h e  s y s t e m  m i n i m i z e d  t h e  e f f e c t  o f  t h e
t h e r m a l  i n e r t i a  o f  t h e  p r o b e  b y  k e e p i n g  t h e  s e n s i t i v e  e l e m e n t  a t  a
c o n s t a n t  t e m p e r a t u r e  ( c o n s t a n t  r e s i s t a n c e )  a n d  u s i n g  t h e  h e a t i n g
c u r r e n t  a s  t h e  m e a s u r e  o f  t h e  h e a t  t r a n s f e r  a n d  h e n c e  t h e  v e l o c i t y  o f
t h e  f lo w .  T h e  s e n s o r  w a s  a  g l a s s  c y l i n d e r  (w i th  a  d i a m e t e r  o f  0 . 0 0 1  i n .
o r  0 . 0 0 6  i n . ) c o a t e d  w i t h  a  p l a t i n u m  f i l m  w h i c h  i n  t u r n  w a s  c o v e r e d
w i t h  a  s p u t t e r e d  q u a r t z  l a y e r ;  t h e  p l a t i n u m  a n d  q u a r t z  c o a t i n g s  w e r e
e a c h  a p p r o x i m a t e l y  10-5  in .  t h i c k .  T h e  s e n s o r  w a s  s u p p o r t e d  b y  tw o  
i n s u l a t e d  n e e d l e s ,  a n d  f o r  t h e  e x p e r i m e n t s ,  t h e  s e n s o r  w a s  a l i g n e d  
w i t h  i t s  l o n g i t u d i n a l  a x i s  p a r a l l e l  to  t h e  b o t t o m  o f  t h e  b a s i n  a n d  p e r ­
p e n d i c u l a r  to  t h e  i n c o m i n g  w a v e  r a y .  A  p h o t o g r a p h  o f  o n e  s e n s o r  i s  
s h o w n  i n  F i g .  5 . 9  w i t h  t h e  a s s o c i a t e d  e l e c t r o n i c s  s h o w n  i n  F i g .  5 . 1 0 .
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F i g .  5 . 9  P h o t o g r a p h  o f  a  h o t - f i l m  s e n s o r  
( f r o m  R a i c h l e n  (1 9 6 7 ))
9 3 3 4
F i g .  5 . 1 0  H o t - f i l m  a n e m o m e t e r ,  l i n e a r i z e r ,  a n d  r e c o r d i n g  u n i t
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T h e  o u t p u t  o f  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r  i s  n o t  l i n e a r l y  p r o p o r t i o n a l  to  
t h e  f lo w  v e l o c i t y ;  i n s t e a d ,  i t  h a s  t h e  f o l l o w i n g  g e n e r a l  r e l a t i o n  ( s e e  
H i n z e  (1 9 5 9 )) :
( 5 .1 )
w h e r e  E  i s  t h e  o u t p u t  v o l t a g e  o f  t h e  a n e m o m e t e r ,  Ia i s  t h e  c u r r e n t
to  th e  s e n s o r ,  Rw i s  t h e  o p e r a t i n g  r e s i s t a n c e ,  V i s  t h e  f l u i d  v e l o c i t y
n o r m a l  to  t h e  a x i s  o f  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r ,  a n d  c 1 a n d  c 2 a r e  c o n s t a n t s  
w h i c h  d e p e n d  u p o n  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  h o t - f i l m  a n d  t h e  t e m p e r a t u r e  
d i f f e r e n c e  b e t w e e n  i t  a n d  t h e  f l u i d .  I n  s t e a d y  f lo w ,  t h e  e x p o n e n t  c 3 in  
E q .  5 . 1  i s  u s u a l l y  t a k e n  a s  1 / 2 ;  s u c h  a  r e l a t i o n s h i p  i s  r e f e r r e d  to  a s  
K i n g ' s  l a w  ( s e e  H i n z e  (1 9 5 9 )) .
F o r  a  c o n s t a n t  t e m p e r a t u r e  s y s t e m ,  t h e  o p e r a t i n g  r e s i s t a n c e  of
t h e  s e n s o r ,  Rw , i s  k e p t  c o n s t a n t  b y  e l e c t r o n i c  f e e d b a c k .  T h e  v a l u e
(Rw -  R g ) / R g ( w h e r e i n  Rg i s  t h e  c o ld  r e s i s t a n c e  o f  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r )  
  
i s  u s u a l l y  c a l l e d  t h e  " o v e r - h e a t  r a t i o " .  F o r  p r e s e n t  e x p e r i m e n t s ,  a n  
o v e r - h e a t  r a t i o  o f  2% to  3% w a s  u s e d .
A s s u m i n g  K i n g ' s  l a w  a p p l i e s  f o r  t h e  p r e s e n t  e x p e r i m e n t s  ( s e e  
S u b s e c t i o n  6 . 2 . 5  f o r  a  d i s c u s s i o n  o f  t h e  s h o r t c o m i n g s  o f  t h i s  
a s s u m p t i o n ) ,  E q .  5 . 1  c a n  b e  w r i t t e n  a s :
( 5 .2 )
p r o v i d i n g  a  s i m p l e  r e l a t i o n s h i p  w h i c h  c a n  b e  l i n e a r i z e d  so  t h a t  t h e  
o u t p u t  v o l t a g e  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  f l u i d  v e l o c i t y .  In  o r d e r  
to  a c c o m p l i s h  t h i s ,  a  l i n e a r i z i n g  c i r c u i t  b u i l t  b y  T o w n e s  (1965 )  w a s  
u s e d .
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T h e  s e q u e n c e  o f  o p e r a t i o n  o f  t h e  l i n e a r i z e r  i s  a s  f o l l o w s .  T h e  
o u t p u t  o f  t h e  a n e m o m e t e r  w a s  f i r s t  a m p l i f i e d  to  t h e  b e s t  o p e r a t i n g  
l e v e l  f o r  t h e  l i n e a r i z e r  ( a p p r o x i m a t e l y  10 v o l t s )  a n d  u s e d  a s  t h e  i n p u t  
to  t h e  f i r s t  s q u a r i n g  c i r c u i t  o f  t h e  l i n e a r i z e r ;  t h e  o u t p u t  f r o m  t h e  f i r s t  
s q u a r i n g  c i r c u i t ,  S1 , c a n  b e  e x p r e s s e d  a s :
( 5 .3 )
w h e r e  ca i s  t h e  a m p l i f i c a t i o n  b y  t h e  p r e a m p l i f i e r .
I t  c a n  b e  s e e n  f r o m  E q .  5 . 3  t h a t  t h e  o u t p u t  o f  t h e  f i r s t  s q u a r i n g  
c i r c u i t  S 1 i s  n o t  e q u a l  to  z e r o  w h e n  t h e  f l u i d  v e l o c i t y  i s  z e r o .  T h e r e ­
f o r e ,  a  m e a n  v o l t a g e  w a s  s u b t r a c t e d  f r o m  t h a t  s h o w n  i n  E q .  5 . 3 ,  
w h e n  t h e  v e l o c i t y  w a s  e q u a l  to  z e r o .  H e n c e ,  t h e  s i g n a l  c a n  t h e n  b e  
e x p r e s s e d  a s :
( 5 . 4 )
T h i s  v o l t a g e  w a s  t h e n  a m p l i f i e d  a g a i n  to  t h e  b e s t  o p e r a t i n g  l e v e l  
f o r  th e  l i n e a r i z e r ,  a n d  i n t r o d u c e d  to  t h e  s e c o n d  s q u a r i n g  c i r c u i t .  T h e  
f i n a l  o u t p u t  v o l t a g e  f r o m  t h a t  s t a g e ,  S 2 , c a n  b e  e x p r e s s e d  a s :
( 5 .5 )
T h u s ,  a f t e r  t h e  l i n e a r i z i n g  o p e r a t i o n ,  t h e  o u t p u t  v o l t a g e  f r o m  
t h e  s e c o n d  s q u a r i n g  c i r c u i t ,  S2 , i s  l i n e a r l y  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  f l u i d  
v e l o c i t y ,  V. I t  s h o u ld  b e  n o t e d  t h a t  t h e  r e l a t i o n s h i p  s h o w n  i n  E q .  5 . 5  
i m p l i e s  t h a t  K i n g ' s  l a w  (E q .  5 . 2 )  a p p l i e s .  A  c a l i b r a t i o n  i s  r e q u i r e d  
i f  o n e  i s  to  d e t e r m i n e  t h e  c o n s t a n t  αv i n  E q .  5 . 5  a n d  t h u s  t h e  a b s o l u t e  
v e l o c i t y ;  f o r  t h e  p r e s e n t  e x p e r i m e n t s  no  a t t e m p t  w a s  m a d e  to  c a l i b r a t e
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t h e  s e n s o r .  I f  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  E q .  5 . 5  i s  a s s u m e d ,  t h e  r e l a t i v e  
v e l o c i t y  a t  tw o  p o s i t i o n s  c a n  b e  o b t a i n e d  a s  t h e  r a t i o  o f  t h e  f i n a l  
o u t p u t  v o l t a g e  S2 a t  t h o s e  tw o  p o s i t i o n s .  F o r  e x a m p l e ,  f o r  t h e  e x p e r i ­
m e n t s  d e a l i n g  w i t h  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a c r o s s  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e  t h e  o u t p u t  v o l t a g e  a t  v a r i o u s  p o s i t i o n s  c a n  b e  n o r m a l i z e d  
w i t h  r e s p e c t  to  e i t h e r  t h e  v a l u e  a t  t h e  c e n t e r  o r  t h e  a v e r a g e  v a l u e  
a c r o s s  t h e  e n t r a n c e ;  b o t h  n o r m a l i z a t i o n s  y i e l d  i n f o r m a t i o n  r e g a r d i n g  
th e  s h a p e  o f  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a c r o s s  t h e  e n t r a n c e .
5. 6 W A V E  E N E R G Y  D I S S I P A T I O N  S Y S T E M
T w o t y p e s  o f  w a v e  e n e r g y  d i s s i p a t o r s  w e r e  e m p l o y e d  i n  
t h e  p r e s e n t  e x p e r i m e n t s :  a  w a v e  f i l t e r  p l a c e d  i n  f r o n t  o f  t h e  w a v e  
g e n e r a t o r ,  a n d  w a v e  a b s o r b e r s  l o c a t e d  a lo n g  t h e  s i d e - w a l l s  o f  th e  
w a v e  b a s i n .  T h i s  s y s t e m  w a s  d e s i g n e d  to  s i m u l a t e  o p e n - s e a  c o n d i t i o n s  
i n  t h e  r e s t r i c t e d  l a b o r a t o r y  b a s i n ,  a n d  t h e  d e s i g n  c r i t e r i o n  a n d  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  s y s t e m  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  6 . 1 .
A n  o v e r a l l  v i e w  o f  t h e  w a v e  e n e r g y  d i s s i p a t o r s  i s  s h o w n  i n  t h e  
p h o t o g r a p h ,  F i g .  5 . 1 1 .  T h e  w a v e  f i l t e r ,  s h o w n  i n  f r o n t  o f  t h e  w a v e  
g e n e r a t o r  i n  F i g .  5 . 1 1 ,  w a s  11 f t  9 i n .  l o n g ,  1 f t  4  i n .  h i g h  a n d  5 f t  
d e e p  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  w a v e  p r o p a g a t i o n  a n d  w a s  c o n s t r u c t e d  of 70 
s h e e t s  o f  g a l v a n i z e d  i r o n  w i r e  s c r e e n  i n  t h r e e  s e c t i o n s  e a c h  3 f t  11 in .  
l o n g .  T h e  w i r e  d i a m e t e r  o f  t h e  s c r e e n s  w a s  0 . 0 1 1  i n  w i t h  18 w i r e s  
p e r  i n c h  i n  o n e  d i r e c t i o n  a n d  14 w i r e s  p e r  i n c h  i n  t h e  o t h e r .  A s  s e e n  
i n  F i g .  5 . 1 2  e a c h  s e c t i o n  o f  t h e  f i l t e r  h a d  t h r e e  v e r t i c a l  s t i f f e n i n g  
p l e a t s  l o c a t e d  a p p r o x i m a t e l y  1 f t  a p a r t  o n  e a c h  s h e e t ;  i n  a d d i t i o n ,  
r i g h t  a n g le  b e n d s  e a c h  0 . 8  i n .  l o n g  w e r e  m a d e  a t  t h e  t o p  a n d  b o t t o m
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9320
F i g .  5 . 1 1  W a v e  e n e r g y  d i s s i p a t o r s  p l a c e d  i n  t h e  b a s i n
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(a) F r o n t  v i e w
9311
(b) S id e  v i e w
9 3 1 4
F i g .  5 . 1 2  S e c t i o n  o f  w a v e  f i l t e r
9337
F i g .  5 . 1 3  B r a c k e t  a n d  s t r u c t u r a l  f r a m e  f o r  s u p p o r t i n g  w a v e  a b s o r b e r s
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o f  e a c h  s h e e t  to  f u r t h e r  s t i f f e n  t h e m .  S e v e n t y  i d e n t i c a l  s h e e t s  w e r e  
t h e n  f a s t e n e d  t o g e t h e r  w i t h  6 s t a i n l e s s  s t e e l  r o d s  o f  1 /8  i n .  d i a m e t e r .  
S p a c e r s  c o n s i s t i n g  o f  1 / 8  i n .  I .  D. l u c i t e  t u b i n g  0 . 8  i n .  lo n g  w e r e  
p l a c e d  o n  e a c h  r o d  to  m a i n t a i n  a  u n i f o r m  s p a c i n g .  T h e s e  l u c i t e  
s p a c e r s  c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  s i d e  v i e w  o f  t h e  f i l t e r  i n  F i g .  5 . 1 2 .  T h e  
r i g h t  a n g l e  b e n d s  a t  t h e  t o p  a n d  t h e  b o t t o m  o f  e a c h  s c r e e n  a l s o  s e r v e d  
a s  s p a c e r s .  T h e  70 s h e e t s  w e r e  t h e n  t a c k e d  t o g e t h e r  b y  s o l d e r i n g  to  
b e c o m e  a  r e l a t i v e l y  s t i f f  u n i t  t h a t  c o u ld  s t a n d  b y  i t s  o w n  r i g i d i t y  in  
t h e  w a v e  b a s i n ,  r e s i s t i n g  t h e  w a v e s  w i t h o u t  f i x e d  s u p p o r t s .
W h i l e  t h e  w a v e  f i l t e r  w a s  b u i l t  to  s t a n d  i n  t h e  w a v e  b a s i n  b y  i t s  
o w n  r i g i d i t y  w i t h o u t  a d d i t i o n a l  s u p p o r t ,  t h e  w a v e  a b s o r b e r s ,  s h o w n  in  
F i g .  5 . 1 1 ,  w e r e  s u p p o r t e d  b y  s t r u c t u r a l  f r a m e s  o u t s i d e  t h e  w a v e  
b a s i n .  (O ne  o f  t h e s e  s t r u c t u r a l  f r a m e s  i s  s h o w n  i n  F i g .  5 . 1 3 . )  T h e  
w a v e  a b s o r b e r s ,  p l a c e d  a lo n g  t h e  s i d e - w a l l s  o f  t h e  b a s i n ,  w e r e  e a c h  
1 f t  6 in .  h i g h ,  1 f t  10 i n .  t h i c k ,  a n d  30 f t  l o n g  a n d  c o n s i s t e d  o f  50 
l a y e r s  o f  t h e  s a m e  g a l v a n i z e d  i r o n  s c r e e n  a s  u s e d  i n  t h e  w a v e  f i l t e r .
T o  c o n s t r u c t  t h e s e  w a v e  a b s o r b e r s ,  a  u n i t  of  10 s c r e e n s ,  e a c h  30 f t  
l o n g ,  1 f t  6 i n .  w i d e  s p a c e d  3 / 8  i n .  a p a r t  w a s  h e l d  t o g e t h e r  b y  
b r a c k e t s  a t  e a c h  e n d  o f  t h e  s c r e e n s .  T h e  s p a c e r s  w e r e  c o m p o s e d  o f  
p i e c e s  of p r e s s e d  f i b e r b o a r d  c a l l e d  B e n e l e x  ( 3 / 8  in .  t h i c k ,  2 i n .  w i d e ,
1 f t  6 i n .  lo n g )  p l a c e d  b e t w e e n  e a c h  s c r e e n .  B e n e l e x  w a s  u s e d  s i n c e  
i t  a b s o r b e d  o n ly  a  s m a l l  a m o u n t  o f  w a t e r  c o m p a r e d  to  s o m e  o t h e r  
m a t e r i a l s .  A  b r a c k e t  w a s  f a s t e n e d  o v e r  t h e  s c r e e n s  a n d  s p a c e r s  
c l a m p i n g  t h e  10 s c r e e n s  t o g e t h e r  f i r m l y  a s  a  u n i t .  T h e  s c r e e n s  i n  a  
u n i t  o f  10 l a y e r s  w e r e  t h e n  s t r e t c h e d  t a u t  b y  3 / 8  i n .  d i a m e t e r  s t a i n l e s s
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s t e e l  r o d s  w h i c h  c o n n e c t e d  f r o m  th e  b r a c k e t s  a t  t h e  e n d s  o f  t h e  u n i t s  
to  t h e  s t r u c t u r a l  f r a m e s  l o c a t e d  o u t s i d e  t h e  b a s i n .  H o l e s  w e r e  d r i l l e d  
i n to  t h e  w a l l  o f  t h e  b a s i n  f o r  t h e  r o d s ;  f i t t i n g s  w i t h  " Ο ' ' - r i n g  s e a l s  w e r e  
m o u n t e d  i n  t h e  w a l l  to  p r e v e n t  t h e  l e a k a g e  a r o u n d  t h e  r o d s .  T h e r e f o r e ,  
t h e  r o d s  t r a n s m i t t e d  a l l  t h e  t e n s i o n  r e q u i r e d  to  h o l d  t h e  s c r e e n s  t a u t  
to  t h e  s t r u c t u r a l  f r a m e s  a t  e a c h  e n d ;  h e n c e  no s i g n i f i c a n t  f o r c e s  w e r e  
a p p l i e d  to  t h e  b a s i n  w a l l s .  F i v e  i d e n t i c a l  u n i t s  (a  t o t a l  o f  50 l a y e r s  of 
s c r e e n s )  w e r e  b u i l t  i n  t h i s  m a n n e r  a l o n g  e a c h  s i d e  o f  t h e  b a s i n  a s  
s h o w n  i n  F i g .  5 . 1 1 .
T h e  w a v e  e n e r g y  d i s s i p a t i n g  s y s t e m  p r o v i d e d  a  l a r g e  a r e a  of 
g a l v a n i z e d  i r o n  i n  t h e  w a v e  b a s i n ,  9 . 0  f t 2 o f  w i r e  s c r e e n  p e r  f t 3 o f  
b a s i n  w a t e r .  B e c a u s e  o f  t h e  c h e m i c a l  r e a c t i o n  b e t w e e n  t h e  w i r e  
s c r e e n s  a n d  t h e  w a t e r  w h e n  t h e  s c r e e n s  w e r e  i n i t i a l l y  i n s t a l l e d  t h e  
z i n c  i n  t h e  g a l v a n i z e d  s c r e e n s  d e p o s i t e d  i n  t h e  b a s i n .  T h i s  n o t  o n ly  
d e c r e a s e d  th e  a m o u n t  o f  z in c  t h a t  p r o t e c t e d  t h e  w i r e s  o f  t h e  s c r e e n s  
b u t  t h e  r e a c t i o n  a l s o  p r o d u c e d  a  c o a t i n g  o f  u n d i s s o l v e d  z i n c  on  t h e  
w a t e r  s u r f a c e .  T h e  l a t t e r  e f f e c t  l e d  to  u n d e s i r a b l e  o p e r a t i n g  c h a r a c ­
t e r i s t i c s  o f  t h e  w a v e  g a g e s .  F o r  t h i s  r e a s o n ,  i t  w a s  n e c e s s a r y  to  
i n t r o d u c e  a d d i t i v e s  to  t h e  w a t e r  to  r e d u c e  a n d  e v e n  p r e v e n t  t h i s  
r e a c t i o n .  A s e r i e s  of e x p e r i m e n t s  w e r e  c o n d u c t e d  i n  o r d e r  to  f in d  
a  p r o p e r  a d d i t i v e .  I t  w a s  f o u n d  t h a t  a  t e c h n i c a l  g r a d e  o f  s o d i u m  
d i c h r o m a t e  (N a 2C r 2 O 7 )  a d d e d  to  t h e  w a t e r  i n  a  c o n c e n t r a t i o n  o f  500  p p m  
(by  w e i g h t )  c o u ld  a c c o m p l i s h  t h i s .  T h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  t h e  s o d i u m  
d i c h r o m a t e  w a s  c h e c k e d  p e r i o d i c a l l y  b y  a  l i g h t  a b s o r p t i o n  t e c h n i q u e  
a n d  i f  t h e  c o n c e n t r a t i o n  w a s  fo u n d  to  b e  l e s s  t h a n  d e s i r e d ,  m o r e  w a s
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a d d e d .  In  o r d e r  t h a t  t h i s  a d d i t i v e  c o u ld  f u n c t i o n  p r o p e r l y  a s  a  
c o r r o s i o n  i n h i b i t o r ,  i t  w a s  n e c e s s a r y  to  k e e p  t h e  pH  o f  t h e  w a t e r  l e s s  
t h a n  6 . 5 ;  u s u a l l y  t h e  p H  w a s  m a i n t a i n e d  i n  t h e  r a n g e  o f  6 . 2  to  6 . 5  b y  
p e r i o d i c a l l y  a d d in g  h y d r o c h l o r i c  a c i d  (H C l ). T h i s  t r e a t m e n t  o f  th e  
b a s i n  w a t e r  p r o v e d  to  b e  s u c c e s s f u l  i n  b o t h  p r e s e r v i n g  t h e  w i r e  
s c r e e n s  a n d  e l i m i n a t i n g  t h e  p r e c i p i t a t e  o n  t h e  w a t e r  s u r f a c e ,  a n d  i t  
h a d  no  o b s e r v a b l e  e f f e c t  o n  t h e  w a v e  g a g e s .
5. 7 H A R B O R  M O D E L S
F o u r  d i f f e r e n t  h a r b o r s  w i t h  c o n s t a n t  d e p t h  w e r e  i n v e s t i ­
g a t e d  e x p e r i m e n t a l l y :  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r ,  a  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  
a  10°  o p e n i n g ,  a  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n i n g ,  a n d  a  m o d e l  o f  
t h e  E a s t  a n d  W e s t  B a s i n s  o f  t h e  L o n g  B e a c h  H a r b o r  ( L o n g  B e a c h ,  
C a l i f o r n i a ) .  T h e  h a r b o r  m o d e l s  w e r e  d e s i g n e d  s o  t h a t  e a c h  w o u l d  
f i t  i n t o  a  f a l s e - w a l l  s i m u l a t i n g  a  p e r f e c t l y  r e f l e c t i n g  " c o a s t l i n e "  a n d  
i t  w a s  i n s t a l l e d  27 f t  6 i n .  f r o m  a n d  p a r a l l e l  to  t h e  w a v e  p a d d l e ,  i . e .
2 f t .  6 i n .  f r o m  th e  b a c k - w a l l  o f  t h e  b a s i n .  T h e  f a l s e - w a l l  w a s  m a d e  
o f  l u c i t e  3 / 8  i n .  t h i c k  a n d  1 f t  3 i n .  h i g h  m o u n t e d  to  a  f r a m e  c o m p o s e d  
o f  g a l v a n i z e d  i r o n  a n g l e s  c o n s t r u c t e d  i n  tw o  i d e n t i c a l  p i e c e s :  t h e  
e a s t - w i n g  a n d  t h e  w e s t - w i n g .  E a c h  w i n g  e x t e n d e d  4 f t  9 i n .  f r o m  1 f t  
o f f  t h e  c e n t e r  o f  t h e  w a v e  b a s i n  to  t h e  i n n e r  m o s t  s c r e e n  of t h e  w a v e  
a b s o r b e r s .  A p h o t o g r a p h  o f  t h e  s u p p o r t i n g  f r a m e s  a n d  t h e  w a l l s  i s  
p r e s e n t e d  i n  F i g .  5 . 1 4 .  T h e  w a l l s  w e r e  w e i g h t e d  to  h o l d  t h e m  i n  
p l a c e  w i t h o u t  d i r e c t  c o n n e c t i o n s  to  t h e  b a s i n  f l o o r .  I n  l i n e  w i t h  t h e  
f a l s e - w a l l ,  l u c i t e  s p a c e r s  3 / 8  in .  t h i c k ,  1 i n .  w i d e  a n d  1 f t  6 i n .  h i g h  
w e r e  p l a c e d  b e t w e e n  e a c h  s c r e e n  o f  t h e  a b s o r b e r s .  T h e s e  s p a c e r s
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w h i c h  c a n  b e  s e e n  i n  u p p e r  l e f t - h a n d - p o r t i o n  o f  F i g .  5 . 1 3  w e r e  p l a c e d  
to  p r e v e n t  w a v e s  p e n e t r a t i n g  t h r o u g h  t h e  a b s o r b e r s  to  t h e  s t i l l  w a t e r  
r e g i o n  b e h in d  t h e  f a l s e  w a l l  t h e r e b y  c r e a t i n g  u n d e s i r a b l e  o s c i l l a t i o n s  
i n  t h e  b a s i n .
In  t h e  f o l l o w i n g ,  a  b r i e f  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  h a r b o r  m o d e l s  i s  
p r e s e n t e d :
(i) R e c t a n g u l a r  h a r b o r :  T h e  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  w a s  1 2 - 1 / 4  i n .  
l o n g ,  2 - 3 / 8  i n .  w i d e  w i t h  a  f u l l y  o p e n  e n t r a n c e  a n d  i t  w a s  c o n s t r u c t e d  
o f  1 / 4  i n .  t h i c k  l u c i t e .  F i g .  5 . 1 5  s h o w s  h o w  t h e  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  
w a s  p l a c e d  i n  r e l a t i o n  to  t h e  f a l s e - w a l l  i n s i d e  t h e  w a v e  b a s i n .  I t  
s h o u ld  b e  m e n t i o n e d  t h a t  t h e  f a l s e - w a l l ,  " c o a s t l i n e " ,  s h o w n  i n  F i g .
5 . 1 5  w a s  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  f a l s e - w a l l  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  p a r a ­
g r a p h .  T h i s  w a l l  w a s  c o n s t r u c t e d  f r o m  p l y w o o d  ( 3 / 4  in .  t h i c k )  a n d  
p a i n t e d  w i t h  a n  e p o x y  b a s e d  p a i n t .  H o w e v e r ,  i t  w a s  f o u n d  t h a t  t h i s  
w a l l  e x p a n d e d  d u e  t o  w a t e r  a b s o r p t i o n ;  t h e r e f o r e ,  a f t e r  t h e  e x p e r i ­
m e n t s  w i t h  t h e  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  w e r e  f i n i s h e d  t h i s  f a l s e - w a l l  w a s  
r e p l a c e d  b y  t h e  o n e  c o n s t r u c t e d  o f  l u c i t e  j u s t  d e s c r i b e d  w h i c h  w a s  
u s e d  f o r  a l l  s u b s e q u e n t  e x p e r i m e n t s .
( ii )  C i r c u l a r  h a r b o r s :  T h e  tw o  c i r c u l a r  h a r b o r s  (a  10°  o p e n in g  
a n d  a  6 0 °  o p e n in g ) ,  s h o w n  i n  F i g s .  5 . 1 6  a n d  5 . 1 7 ,  w e r e  e a c h  1 f t  6 in .  
d i a m e t e r  a n d  1 f t  3 in .  h i g h ,  a n d  t h e y  w e r e  c o n s t r u c t e d  o f  1 / 4  in .  
l u c i t e  p l a t e  w h i c h  w a s  h e a t e d  a n d  b e n t  to  s h a p e .  T h e  c y l i n d e r s  w e r e  
e a c h  c o n n e c t e d  o n  th e  t o p  a n d  t h e  b o t t o m  to  tw o  1 / 2  i n .  l u c i t e  r e i n ­
f o r c i n g  p l a t e s  w i t h  h o l e s  c u t  to  a n  i n s i d e  d i a m e t e r  o f  1 f t  6 - 1 / 2  i n . ; 
t h i s  i s  c l e a r l y  s h o w n  i n  F i g s .  5.1 6 a n d  5 . 1 7 .  T h e s e  tw o  r e i n f o r c i n g
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p l a t e s  w e r e  n e c e s s a r y  to  k e e p  t h e  p l a n f o r m  of t h e  h a r b o r s  c i r c u l a r .
T h e  tw o  v e r t i c a l  p l a t e s  s h o w n  n e a r  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i n  b o t h  F i g s .
5 . 1 6  a n d  5 . 1 7  c o n n e c t e d  to  t h e  h a r b o r  f i t t e d  i n t o  t h e  tw o  f o o t  s p a c e  
w h i c h  h a d  b e e n  l e f t  i n  t h e  f a l s e - w a l l s  j u s t  d e s c r i b e d ;  t h e r e b y  r e s u l t i n g  
i n  a  s m o o t h  " c o a s t l i n e "  e x t e n d i n g  f r o m  t h e  w a v e  a b s o r b e r s  to  t h e  
l i m i t s  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .
( i i i )  M o d e l  o f  L o n g  B e a c h  H a r b o r :  T h e  m o d e l  o f  L o n g  B e a c h  
H a r b o r  s h o w n  i n  F i g .  5 . 1 8  w a s  a l s o  c o n s t r u c t e d  f r o m  1 / 4  i n .  t h i c k  
l u c i t e  p l a t e .  T h e  s h a p e  of t h e  p l a n f o r m  o f  t h e  h a r b o r  w a s  c u t  f r o m  
tw o  l u c i t e  s h e e t s  u s i n g  d i m e n s i o n s  s u c h  t h a t  w h e n  t h e  v e r t i c a l  
b o u n d a r y  w a l l s  w e r e  c e m e n t e d  i n  p l a c e  t h e  i n s i d e  d i m e n s i o n  o f  t h e  
h a r b o r  w o u l d  b e  a s  d e s i r e d .  T h e s e  s u p p o r t i n g  p l a t e s  c a n  b e  s e e n  a t  
t h e  t o p  a n d  b o t t o m  o f  t h e  h a r b o r  m o d e l  i n  F i g .  5 . 1 8 .  T h i s  m o d e l  w a s  
c o m p o s e d  o f  15 p i e c e s  o f  l u c i t e  c e m e n t e d  to  t h e  s u p p o r t i n g  p l a t e s  
a n d  r u b b e r  c e m e n t  w a s  u s e d  a s  f i l e t s  i n  t h e  c o r n e r s .  T h e  p l a n f o r m  
o f  t h e  m o d e l  w a s  s i m p l i f i e d  f r o m  t h e  e x i s t i n g  h a r b o r  a n d  c a n  b e  
c o m p a r e d  to  t h e  p r o t o t y p e  i n  t h e  m a p  ( F ig .  5 . 1 9 )  w h i c h  w a s  e x t r a c t e d  
f r o m  t h e  U. S. C. & G. S. m a p  N o . 5 1 4 7 .
5. 8 I N S T R U M E N T  C A R R IA G E  A N D T R A V E R S I N G  B E A M
A p h o t o g r a p h  o f  t h e  i n s t r u m e n t  c a r r i a g e  a n d  t r a v e r s i n g  
b e a m  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  5 . 2 0 ;  a l s o  s e e n  i n  t h i s  p h o t o g r a p h  i s  th e  
f r a m e  w h i c h  w a s  p l a c e d  o u t s i d e  t h e  m o d e l  o f  t h e  h a r b o r  to  s u p p o r t  
t h e  i n s t r u m e n t  c a r r i a g e .  T h i s  f r a m e ,  c o n s t r u c t e d  o f  g a l v a n i z e d  
s t e e l  a n g l e s ,  w a s  b o l t e d  to  f o u r  p a d s  t h a t  w e r e  c e m e n t e d  to  t h e  b a s i n  
f l o o r .  A n a l u m i n u m  p l a t e  3 / 8  i n .  t h i c k ,  2 f t  4 i n .  s q u a r e  w i t h  a
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F i g .  5 . 1 8  M o d e l  o f  t h e  E a s t  a n d  W e s t  B a s i n s  o f  L o n g  B e a c h  H a r b o r  
( L o n g  B e a c h ,  C a l i f o r n i a )
F i g .  5 . 1 9  M a p  s h o w i n g  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  E a s t  a n d  W e s t  B a s i n s  o f  
L o n g  B e a c h  H a r b o r  a n d  t h e  m o d e l  p l a n f o r m .  (T h e  h a r b o r  
m o d e l  i s  s h o w n  w i t h  d a s h e d  l i n e s . )
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c i r c u l a r  h o l e  o f  2 f t  i n s i d e  d i a m e t e r  w a s  m o u n t e d  to  t h e  t o p  o f  t h e  
s t r u c t u r a l  f r a m e .  T h e  c a r r i a g e  w h i c h  w a s  s u p p o r t e d  a t  t h r e e  p o i n t s  
w i t h  b a l l  b e a r i n g s  w a s  f r e e  to  r o t a t e  w i t h  t h e  h o l e  i n  t h e  p l a t e  a s  i t s  
g u id e  a n d  c o u p le d  w i t h  t h e  t r a v e r s i n g  b e a m  t h e  w a v e  g a g e  c o u ld  
t h e r e f o r e  b e  m o v e d  to  a n y  p o s i t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r .  T h e  c o m p l e t e  
f r a m e  c o u ld  b e  m o v e d  t o w a r d  o r  a w a y  f r o m  t h e  f a l s e - w a l l  s o  t h a t  t h e  
c e n t e r  o f  t h e  c i r c u l a r  h o l e  o n  t h e  a l u m i n u m  p l a t e  c o i n c i d e d  w i t h  t h e  
c e n t e r  o f  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  f r a m e  c o u ld  b e  l e v e l e d  
b y  a d j u s t i n g  t h e  b o l t s  o n  t h e  s u p p o r t i n g  p a d s  s o  t h a t  t h e  w a v e  g a g e s  
r e m a i n e d  a t  t h e  s a m e  i m m e r s i o n  i f  m o v e d  to  o t h e r  p o s i t i o n s  w i t h i n  
t h e  h a r b o r .
T h e  t r a v e r s i n g  b e a m  s h o w n  i n  F i g .  5 . 2 0  c o n s i s t e d  o f  a n  a l u m ­
i n u m  c h a n n e l  to  w h i c h  tw o  l e a d  s c r e w s  (16 t h r e a d s  p e r  i n c h )  w e r e  
m o u n t e d .  T h e s e  s c r e w s  w e r e  c o n n e c t e d  to  a  g e a r  a r r a n g e m e n t  a t  
o n e  e n d  so  t h a t  t h e y  c o u ld  b e  r o t a t e d  e i t h e r  a lo n e  o r  s i m u l t a n e o u s l y .  
T h e  s c r e w s  p a s s e d  t h r o u g h  tw o  t h r e a d e d  b l o c k s  to  w h i c h  t h e  w a v e  
g a g e s  w e r e  a t t a c h e d .  A s  t h e  l e a d  s c r e w s  w e r e  r o t a t e d  t h e s e  b l o c k s  
m o v e d  i n  s l o t s  c u t  i n  t h e  c h a n n e l  t h u s  p o s i t i o n i n g  t h e  w a v e  g a g e s .
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a b o v e  10°  o p e n in g  c i r c u l a r  h a r b o r
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C H A P T E R  6
P R E S E N T A T I O N  A N D  D IS C U S S IO N  O F  R E S U L T S
E x p e r i m e n t a l  a n d  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r  
w h i c h  d e a l  w i t h  t h e  w a v e  i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  o f  t h r e e  h a r b o r s  w i t h  
s p e c i f i c  s h a p e s :  c i r c u l a r  h a r b o r s  w i t h  10°  a n d  6 0 °  o p e n i n g s ,  a  
r e c t a n g u l a r  h a r b o r ,  a n d  a  m o d e l  o f  t h e  E a s t  a n d  W e s t  B a s i n s  o f  L o n g  
B e a c h  H a r b o r  l o c a t e d  i n  L o n g  B e a c h ,  C a l i f o r n i a .  A l l  t h e  h a r b o r s  
i n v e s t i g a t e d  w e r e  o f  c o n s t a n t  d e p t h  a n d  w e r e  c o n n e c t e d  to  t h e  o p e n - s e a ;  
t h u s ,  a n  e f f e c t i v e  w a v e  e n e r g y  d i s s i p a t i n g  s y s t e m  w a s  n e c e s s a r y  to  
s i m u l a t e  t h e s e  o p e n - s e a  c o n d i t i o n s  i n  t h e  l a b o r a t o r y .  T h e  c h a r a c t e r ­
i s t i c s  o f  t h e  w a v e  e n e r g y  d i s s i p a t o r s  c h o s e n  f o r  t h i s  s y s t e m  w i l l  b e  
d i s c u s s e d  f i r s t ,  f o l l o w e d  b y  t h e  p r e s e n t a t i o n  a n d  d i s c u s s i o n  o f  t h e  
r e s u l t s  f o r  t h e  t h r e e  h a r b o r s  m e n t i o n e d .  A l l  n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n s  
w e r e  a c c o m p l i s h e d  u s i n g  a n  I B M  3 6 0 / 7 5  h i g h  s p e e d  d i g i t a l  c o m p u t e r .
6 . 1  C H A R A C T E R I S T I C S  O F  T H E  W A V E  E N E R G Y  D I S S I P A T I O N  
S Y S T E M
T h e  t h e o r i e s  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  3 a n d  4 t r e a t  t h e  c a s e  o f  
a  h a r b o r  c o n n e c t e d  t o  t h e  o p e n - s e a  w h i c h  l e a d  to  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h e  
" r a d i a t i o n  c o n d i t i o n " ,  i . e .  t h e  r a d i a t e d  w a v e s  w h i c h  e m a n a t e  f r o m  th e  
h a r b o r  e n t r a n c e  d e c a y  to  z e r o  a t  a n  i n f i n i t e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  h a r b o r .  
H o w e v e r ,  i n  t h e  l a b o r a t o r y ,  e x p e r i m e n t s  m u s t  b e  c o n d u c t e d  i n  a  w a v e  
b a s i n  o f  f i n i t e  s i z e ;  t h u s ,  t h e  r a d i a t e d  w a v e s  f r o m  t h e  h a r b o r  w i l l  b e
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r e f l e c t e d  f r o m  t h e  w a v e  p a d d l e  a n d  t h e  s i d e w a l l s  of t h e  b a s i n  u n l e s s  
e f f e c t i v e  e n e r g y  d i s s i p a t o r s  a r e  p r o v i d e d .  I n d e e d  i n  t h e  a b s e n c e  o f  
d i s s i p a t o r s  I p p e n  a n d  R a i c h l e n  (1962 )  ( a l s o  R a i c h l e n  a n d  I p p e n  ( 1 9 6 5 ) )  
h a v e  s h o w n  t h a t  th e  r e s p o n s e  c u r v e  o f  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  c o n n e c t e d  
to  a  h i g h l y  r e f l e c t i v e  b a s i n  i s  c h a r a c t e r i z e d  b y  n u m e r o u s  c l o s e l y  
s p a c e d  r e s o n a n t  s p i k e s .  T h i s  r e s u l t  i s  s t r i k i n g l y  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  
r e s p o n s e  c u r v e  f o r  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  c o n n e c t e d  to  t h e  o p e n - s e a  
w h i c h  w a s  s u b s e q u e n t l y  s t u d i e d  b y  I p p e n  a n d  G o d a  ( 19 63)  w h e r e  f e w e r  
m o d e s  o f  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n  w e r e  o b s e r v e d  o v e r  s i m i l a r  r a n g e s  o f  
w a v e  p e r i o d .  In  t h i s  s e c t i o n  t h e  d e s i g n  c o n s i d e r a t i o n s  a n d  c h a r a c t e r ­
i s t i c s  o f  t h e  w a v e  e n e r g y  d i s s i p a t i n g  s y s t e m  ( d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  5 . 6 )  
w h i c h  w a s  u s e d  i n  t h e s e  e x p e r i m e n t s  t o  a l l e v i a t e  t h i s  p r o b l e m  w i l l  b e  
p r e s e n t e d  a n d  d i s c u s s e d .
A t h e o r e t i c a l  a n d  e x p e r i m e n t a l  i n v e s t i g a t i o n  o f  w a v e  e n e r g y  
d i s s i p a t o r s  c o m p o s e d  o f  w i r e  m e s h  s c r e e n s  a l i g n e d  n o r m a l  to  t h e  
d i r e c t i o n  o f  w a v e  p r o p a g a t i o n  w a s  c o n d u c t e d  b y  G o d a  a n d  I p p e n  ( 19 6 3 ) .  
I n  t h e i r  a n a l y s i s  e a c h  s c r e e n  w a s  c o n s i d e r e d  to  b e  c o m p o s e d  of 
n u m e r o u s  e q u a l l y  s p a c e d  c i r c u l a r  c y l i n d e r s  a l i g n e d  v e r t i c a l l y  an d  
h o r i z o n t a l l y ;  i t  w a s  a s s u m e d  t h a t  t h e r e  w a s  no  w a v e  r e f l e c t i o n  f r o m  t h e  
e n e r g y  d i s s i p a t o r ,  a n d  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t e d  b y  e a c h  c y l i n d e r  w a s  
a s s u m e d  to  b e  i n d e p e n d e n t  o f  i t s  p r o x i m i t y  to  t h e  o t h e r  c y l i n d e r s .  
T h e r e f o r e ,  t h e  t o t a l  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  w a s  t a k e n  to  b e  e q u a l  to  t h e  
s u m  o f  t h a t  f r o m  e a c h  o f  t h e  c y l i n d e r s  i n  t h e  u n i t .  B a s e d  o n  t h e s e  
a s s u m p t i o n s ,  G o d a  a n d  I p p e n  (1 9 6 3 )  d e v e l o p e d  t h e  f o l l o w i n g  s e m i -  
e m p i r i c a l  e q u a t i o n  f o r  t h e  t r a n s m i s s i o n  c o e f f i c i e n t  o f  s u c h  a  
d i s s i p a t o r :
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( 6 . 1 )
w h e r e :  K t  = t r a n s m i s s i o n  c o e f f i c i e n t ,  d e f i n e d  a s  t h e  r a t i o  o f  t h e
t r a n s m i t t e d  w a v e  h e i g h t  to  t h e  i n c i d e n t  w a v e  h e i g h t ,
H t / H i ,
m  = n u m b e r  o f  l a y e r s  o f  s c r e e n s ,
D = d i a m e t e r  o f  t h e  s c r e e n  w i r e ,
S = c e n t e r  to  c e n t e r  d i s t a n c e  b e t w e e n  w i r e s ,  
σ = c i r c u l a r  w a v e  f r e q u e n c y  ( 2 π / Τ ) ,
υ  = k i n e m a t i c  v i s c o s i t y  o f  t h e  f l u i d ,
L  = w a v e  l e n g t h ,  a n d
φ ( h / L )  = d e p t h  e f f e c t  f a c t o r  w h i c h  i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  r a t i o  o f
d e p t h  to  w a v e  l e n g t h .  ( T h e  i n t e r e s t e d  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  
to  G o d a  a n d  I p p e n  ( 19 6 3 )  E q .  2 . 2 9  f o r  t h i s  e x p r e s s i o n ;  
f o r  d e e p  w a t e r  w a v e s  i t  i s  e q u a l  to  1 . 8 1 . )
B a s e d  o n  t h e  e x p e r i m e n t a l l y  d e t e r m i n e d  v a l u e s  o f  t h e  t r a n s m i s s i o n
c o e f f i c i e n t ,  K t , a n d  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t ,  K r , f o r  v a r i o u s  d i s s i -
p a t o r s ,  a n  e m p i r i c a l  r e l a t i o n  w a s  o b t a i n e d  t o  c o r r e l a t e  t h e s e
q u a n t i t i e s :
( 6 . 2 )
w h e r e i n  Kr i s  d e f i n e d  a s  t h e  r a t i o  o f  t h e  r e f l e c t e d  w a v e  h e i g h t  to  t h e  
i n c i d e n t  w a v e  h e i g h t ,  H r / H i .
T o  c o n f i r m  t h e  v a l i d i t y  o f  E q s .  6 . 1  a n d  6 . 2  s o  t h a t  t h e y  c o u ld  
b e  u s e d  w i t h  c o n f i d e n c e  i n  d e s i g n i n g  t h e  w a v e  e n e r g y  d i s s i p a t o r s  f o r  
t h i s  s t u d y  ( d e s c r i b e d  in  S e c t i o n  5 . 6 )  a  s e r i e s  o f  e x p e r i m e n t s  u s i n g  
m o d e l  d i s s i p a t o r s  w a s  c o n d u c t e d .  T h e s e  e x p e r i m e n t s  w e r e  c a r r i e d  
o u t  i n  a  w a v e  t a n k  1 f t  6 i n .  w i d e ,  1 f t  9 i n .  d e e p ,  a n d  31 f t  l o n g  u s i n g  
a  p a d d l e  t y p e  w a v e  g e n e r a t o r  a n d  u s i n g  t h e  p r o c e d u r e s  e m p l o y e d  b y
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G o d a  a n d  I p p e n  ( 1 9 6 3 ) .  T w o  m o d e l  d i s s i p a t o r s  w e r e  t e s t e d ,  d e n o te d  
h e r e  a s  D i s s i p a t o r  A  a n d  D i s s i p a t o r  B; t h e i r  c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  
p r e s e n t e d  i n  T a b l e  6 . 1 .
T a b l e  6 . 1  M o d e l  w a v e  e n e r g y  d i s s i p a t o r s
A d i s s i p a t o r  i s  c a l l e d  a  w a v e  f i l t e r  i f  i t  i s  p l a c e d  b e t w e e n  t h e  
w a v e  g e n e r a t o r  a n d  t h e  b a c k - w a l l  o f  t h e  w a v e  t a n k ;  i t  i s  c a l l e d  w a v e  
a b s o r b e r  i f  p l a c e d  a g a i n s t  a  r e f l e c t i n g  s u r f a c e  o f  t h e  t a n k .  In  o r d e r  
to  d e t e r m i n e  t h e  t r a n s m i s s i o n  a n d  r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  w a v e  
f i l t e r ,  tw o  w a v e  g a g e s  w e r e  u s e d  to  m e a s u r e  t h e  w a v e  e n v e l o p e  i n  t h e  
r e g i o n  a h e a d  a n d  b e h i n d  t h e  w a v e  f i l t e r .  T o  d e t e r m i n e  t h e  r e f l e c t i o n  
c o e f f i c i e n t  o f  t h e  w a v e  a b s o r b e r  o n e  w a v e  g a g e  w a s  u s e d  to  m e a s u r e  
t h e  w a v e  e n v e l o p e  i n  t h e  r e g i o n  i n  f r o n t  o f  t h e  w a v e  a b s o r b e r .  I t  c a n  
b e  s h o w n  t h a t  t h e  i n c i d e n t  a n d  r e f l e c t e d  w a v e s  c a n  b e  d e t e r m i n e d  
s i m p l y  f r o m  s u c h  w a v e  e n v e l o p e s  ( s e e  I p p e n ,  1966 , p p .  4 6 - 4 9 ) .
T h e  e x p e r i m e n t a l  a n d  t h e o r e t i c a l  v a r i a t i o n  o f  t h e  r e f l e c t i o n  
c o e f f i c i e n t ,  K r , w i t h  t h e  i n c i d e n t  w a v e  s t e e p n e s s ,  H i / L ,  f o r  D i s s i ­
p a t o r s  A a n d  B a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g s .  6 . 1  a n d  6 . 2  r e s p e c t i v e l y .  In  
b o t h  F i g s .  6 . 1  a n d  6 . 2 ,  t h e  e x p e r i m e n t a l l y  d e t e r m i n e d  r e f l e c t i o n
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F i g .  6 . 1  R e f l e c t i o n  c o e f . ,  K r , a s  a  f u n c t i o n  o f  th e  
i n c i d e n t  w a v e  s t e e p n e s s ,  H i / L ,  f o r  
D i s s i p a t o r  A ( m  =  38)
F i g .  6 . 2  R e f l e c t i o n  c o e f . ,  K r , a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  
i n c i d e n t  w a v e  s t e e p n e s s ,  H i / L ,  f o r  
D i s s i p a t o r  B ( m  =  50)
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c o e f f i c i e n t s  a r e  p r e s e n t e d  f o r  e a c h  d i s s i p a t o r  u s e d  b o t h  a s  a n  a b s o r b e r  
a n d  a s  a  f i l t e r .  T h e  f o r m e r  r e f e r s  to  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  d i s s i p a t o r  
w a s  p l a c e d  a g a i n s t  t h e  b a c k - w a l l  o f  t h e  w a v e  t a n k ,  w h i l e  t h e  l a t t e r  
r e f e r s  to  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  d i s s i p a t o r  w a s  l o c a t e d  b e t w e e n  t h e  w a v e  
m a c h i n e  a n d  t h e  b a c k - w a l l .  T h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e s  p r e s e n t e d  i n  F i g s .
6 . 1  a n d  6 . 2  a r e  c o m p u t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y :  f i r s t ,  t h e  t r a n s m i s s i o n  
c o e f f i c i e n t ,  K t , i s  c o m p u t e d  f r o m  E q .  6 . 1 ,  a n d  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f i ­
c i e n t ,  K r , i s  t h e n  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  e m p i r i c a l  r e l a t i o n ,  E q .  6 . 2 .  
T h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 1  s h o w  c o n s i d e r a b l e  s c a t t e r ;  
h o w e v e r ,  t h e  d a t a  f o l l o w  t h e  t r e n d  p r e d i c t e d  b y  E q s .  6 . 1  a n d  6 . 2 ,  i . e .  
f o r  a  c o n s t a n t  w a v e  p e r i o d  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t ,  Kr , d e c r e a s e s  
a s  t h e  w a v e  s t e e p n e s s ,  H i / L ,  i n c r e a s e s ,  a n d  f o r  a  c o n s t a n t  w a v e  
s t e e p n e s s ,  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t ,  K r , i n c r e a s e s  a s  t h e  w a v e  
p e r i o d ,  T ,  i n c r e a s e s .
S i m i l a r  d a t a  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 2  f o r  D i s s i p a t o r  B w h e r e  
t h e  n u m b e r  o f  s c r e e n s  h a s  b e e n  i n c r e a s e d  f r o m  38 to  50 a n d  t h e  
s p a c i n g  o f  t h e  s c r e e n s  r e d u c e d  f r o m  0 . 5  i n .  to  0 . 3 7 5  i n .  B y  c o m p a r i n g  
F i g s .  6 . 1  a n d  6 . 2 ,  a s  e x p e c t e d ,  i t  i s  s e e n  t h a t  D i s s i p a t o r  B i s  m o r e  
e f f i c i e n t  t h a n  D i s s i p a t o r  A.
In  F i g .  6 . 3  t h e  e x p e r i m e n t a l l y  d e t e r m i n e d  r e f l e c t i o n  a n d  t r a n s ­
m i s s i o n  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e s e  tw o  d i s s i p a t o r s  a r e  s h o w n .  T h e  e x p e r i ­
m e n t a l  d a t a  o b t a i n e d  b y  G o d a  a n d  I p p e n  ( 1963 )  w h i c h  w e r e  t h e  b a s i s  
f o r  t h e i r  e m p i r i c a l  r e l a t i o n ,  E q .  6 . 2 ,  a r e  a l s o  i n c l u d e d  i n  F i g .  6 . 3 .
T h r e e  r e l a t i o n s :  Kr = Kt 2 , K r = K t 2 . 5 a n d  Kr = Kt 3 , a r e  s h o w n  i n     
F i g .  6 . 3  f o r  r e f e r e n c e .  I t  i s  s e e n  t h a t  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  s h o w  
c o n s i d e r a b l e  s c a t t e r ;  n e v e r t h e l e s s ,  t h e  r e s u l t s  f o r  D i s s i p a t o r  A  a g r e e
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F i g .  6 . 3  T h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  m e a s u r e d  r e f l e c t i o n  c o e f .
Kr , w i t h  t h e  m e a s u r e d  t r a n s m i s s i o n  c o e f .  K t ,  
f o r  v a r i o u s  w a v e  d i s s i p a t o r s .
- 1 1 7 -
b e s t  w i t h  t h e  e x p r e s s i o n :  K r  = K t 2 . 5, a n d  t h e  r e s u l t s  f o r  D i s s i p a t o r  B
w i t h :  K r  = K t 3 . 0. T h i s  d i f f e r e n c e  f o r  t h e  tw o  d i s s i p a t o r s  s u g g e s t s
t h a t  t h e  w a v e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  c h a r a c t e r i s t i c s  m i g h t  b e  a f f e c t e d  b y
t h e  s p a c i n g  b e t w e e n  t h e  s c r e e n s  w h i c h  w a s  n e g l e c t e d  i n  t h e  a n a l y s i s
b y  G o d a  a n d  I p p e n  (1 9 6 3 ) .  T h e  r e s u l t s  a l s o  s h o w  t h a t  f o r  a  c o n s t a n t
r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t ,  Kr , t h e  t r a n s m i s s i o n  c o e f f i c i e n t s ,  K t , o b t a i n e d 
f r o m  th e  p r e s e n t  e x p e r i m e n t s  a r e  s o m e w h a t  l a r g e r  t h a n  t h o s e  o b t a i n e d  
b y  G o d a  a n d  I p p e n  (1 9 6 3 ) .
T h e  m o s t  i m p o r t a n t  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  w a v e  e n e r g y  d i s s i p a t o r s  
i n  s i m u l a t i n g  t h e  u n b o u n d e d  o p e n - s e a  i s  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t ,  K r .
I t  w a s  s u g g e s t e d  b y  I p p e n  a n d  G o d a  ( 19 63)  t h a t  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t ,  
Kr , o f  w a v e  f i l t e r s  a n d  a b s o r b e r s  s h o u l d  b e  l e s s  t h a n  20%  f o r  p r o p e r  
s i m u l a t i o n  o f  o p e n - s e a  c o n d i t i o n s  i n  a  r e s t r i c t e d  w a v e  b a s i n .  T h e  w a v e  
a b s o r b e r s  f i n a l l y  c h o s e n  f o r  t h i s  i n v e s t i g a t i o n  c o n s i s t e d  o f  50 l a y e r s o f  
s c r e e n s  w i t h  a  s p a c i n g  o f  0 . 3 7 5  i n .  b e t w e e n  s c r e e n s  ( a s  d e s c r i b e d  i n  
S e c t i o n  5 . 6 ) .  T h e r e f o r e ,  t h e  w a v e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  c h a r a c t e r i s t i c s  
o f  t h e  w a v e  a b s o r b e r s  u s e d  a r e i d e n t i c a l  to  t h o s e  o f  D i s s i p a t o r  B u s e d  
i n  t h e s e  p r e l i m i n a r y  e x p e r i m e n t s  a n d  s h o w n  i n  F i g .  6 . 2 .  W ith  
r e f e r e n c e  to  F i g .  6 . 2 ,  e x c e p t  f o r  v e r y  s m a l l  i n c i d e n t  w a v e  s t e e p n e s s e s  
t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  a b s o r b e r s i s  e s t i m a t e d  to  b e  l e s s  t h a n  
20%  f o r  t h e  m a j o r i t y  o f  t h e  h a r b o r  r e s o n a n c e  e x p e r i m e n t s  w h i c h  w e r e  
c o n d u c t e d .
T h e  w a v e  f i l t e r  u s e d ,  w h i c h  h a s  b e e n  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  5 . 6 ,  
c o n s i s t e d  o f  70 l a y e r s  o f  s c r e e n s  w i t h  a  s p a c i n g  o f  0 . 8  i n .  b e t w e e n  
l a y e r s  o f  s c r e e n s .  T h e  r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  w a v e  f i l t e r  i s  
e x p e c t e d  to  b e  l e s s  t h a n  t h a t  o f  t h e  w a v e  a b s o r b e r s  f o r  c o m p a r a b l e
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i n c i d e n t  w a v e  s t e e p n e s s e s  d u e  to  t h e  s m a l l e r  n u m b e r  o f  s c r e e n s  a n d  
s p a c i n g  i n  t h e  l a t t e r .  T h e r e f o r e ,  i t  i s  e x p e c t e d  t h a t  e x c e p t  a g a i n  f o r  
t h e  c a s e  o f  a n  e x t r e m e l y  s m a l l  w a v e  s t e e p n e s s e s ,  t h e  r e f l e c t i o n  
c o e f f i c i e n t  o f  t h e  w a v e  f i l t e r  u s e d  i s  l e s s  t h a n  20% .
In  o r d e r  to  e n s u r e  t h a t  t h e  o p e n - s e a  c o n d i t i o n  w a s  p r o p e r l y  
m o d e l e d  i n  t h e  w a v e  b a s i n  u s i n g  t h e  w a v e  e n e r g y  d i s s i p a t o r s  d e s c r i b e d ,  
i n  i n i t i a l  p h a s e s  o f  t h i s  s t u d y  t h e  r e s p o n s e  to  p e r i o d i c  i n c i d e n t  w a v e s  
o f  a  f u l l y  o p e n  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  ( 2 - 3 / 8  i n .  w i d e  a n d  1 f t  1 / 4  i n .  l o n g  
a n d  i d e n t i c a l  to  t h a t  s t u d i e d  b y  I p p e n  a n d  G o d a  ( 19 6 3 ) )  w a s  s t u d i e d  
e x p e r i m e n t a l l y .  T h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  a g r e e d  w e l l  w i t h  b o t h  t h e  
t h e o r e t i c a l  " o p e n - s e a  s o l u t i o n "  a n d  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  o b t a i n e d  
b y  I p p e n  a n d  G o d a  (1 9 6 3 ) .  T h u s ,  t h e  o p e n - s e a  c o n d i t i o n  f o r  t h e  
r a d i a t e d  w a v e  w a s  c o n s i d e r e d  to  h a v e  b e e n  s i m u l a t e d  p r o p e r l y  i n  t h e s e  
e x p e r i m e n t s .  T h e  r e s u l t s  o f  t h e s e  e x p e r i m e n t s  w i l l  b e  p r e s e n t e d  a n d  
d i s c u s s e d  i n  d e t a i l  l a t e r  i n  S e c t i o n  6 . 3 .
6 . 2  C I R C U L A R  H A R B O R  W IT H  A 10°  O P E N I N G  A N D  A 6 0 °  O P E N I N G
6 . 2 . 1 I n t r o d u c t i o n
A s  d i s c u s s e d  p r e v i o u s l y ,  t h e  w a v e  i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  in  
a  c i r c u l a r  h a r b o r  c o n n e c t e d  to  t h e  o p e n - s e a  c a n  b e  e v a l u a t e d  b y  u s i n g  
e i t h e r  t h e  s p e c i a l  t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  S e c t i o n  4 . 1  ( if  t h e  c h o r d  w h i c h  
r e p r e s e n t s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  b y  a n  a r c  o f  t h e  
c i r c l e )  o r  u s i n g  t h e  g e n e r a l  t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  3 f o r  a n  
a r b r i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r .  In  t h i s  s e c t i o n ,  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  
o b t a i n e d  f r o m  t h e s e  tw o  t h e o r i e s  a r e  c o m p a r e d  to  t h e  e x p e r i m e n t a l
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r e s u l t s  f o r  h a r b o r s  w i t h  a  10°  a n d  a  6 0 °  o p e n i n g .  In  o r d e r  to  v e r i f y  
t h e  t h e o r y  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t s  w i l l  b e  p r e s e n t e d  a n d  d i s c u s s e d :
(i) t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  a t  a  f i x e d  p o s i t i o n  
i n s i d e  t h e  h a r b o r  a s  a  f u n c t i o n  o f  i n c i d e n t  w a v e  n u m b e r  (o r  
w a v e  p e r i o d ) ,
( ii)  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  i n s i d e  t h e  h a r b o r  f o r  
v a r i o u s  r e s o n a n t  m o d e s ,
( i i i )  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  t o t a l  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a s  
a  f u n c t i o n  o f  i n c i d e n t  w a v e  n u m b e r ,  a n d
(iv) t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  v e l o c i t y  a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  
v a r i o u s  w a v e  n u m b e r s .
6 . 2 . 2  R e s p o n s e  o f  H a r b o r  to  I n c i d e n t  W a v e s
T h e  r e s p o n s e  o f  a  h a r b o r  i s  d e f i n e d ,  f o r  t h i s  s t u d y ,  a s  t h e  
v a r i a t i o n  o f  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r ,  R ,  w i t h  t h e  w a v e  n u m b e r  p a r a ­
m e t e r  k a  ( w h e r e i n  k  i s  t h e  w a v e  n u m b e r  a n d  a  i s  a  c h a r a c t e r i s t i c  
p l a n f o r m  d i m e n s i o n  o f  t h e  h a r b o r ,  t h e  r a d i u s  f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r ) .  
T h e  f u n c t i o n  k a  i s  o f  c o u r s e  d e p e n d e n t  u p o n  w a v e  p e r i o d  a n d  d e p t h  
w h e r e a s  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  R  i s  a l s o  a  f u n c t i o n  o f  p o s i t i o n .  T h e  
a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  R  i s  d e f i n e d  a s  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  p o s i t i o n  
( r ,  θ ) d i v i d e d  b y  t h e  s t a n d i n g  w a v e  a m p l i t u d e  w h i c h  e x i s t s  i n  t h e  w a v e  
b a s i n  w i t h  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  c l o s e d  f o r  t h e  w a v e  n u m b e r  ( o r  p e r i o d )  
o f  i n t e r e s t .  O v e r  s o m e  r a n g e  o f  w a v e  n u m b e r  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  
i n s i d e  t h e  h a r b o r  m a y  b e  a m p l i f i e d  w h i l e  o v e r  a n o t h e r  r a n g e  i t  m a y  
b e  a t t e n u a t e d .  P h y s i c a l l y ,  f o r  s u c h  a  h a r b o r  t h i s  r e s o n a n c e  r e s u l t s  
f r o m  t h e  t r a p p i n g  o f  i n c i d e n t  w a v e  e n e r g y  i n s i d e  t h e  h a r b o r  a t
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p a r t i c u l a r  w a v e  n u m b e r s  ( o r  w a v e  p e r i o d s )  w h i c h  d e p e n d  o n  t h e  
g e o m e t r y  o f  t h e  h a r b o r  a s  w e l l  a s  t h e  d e p t h .
T w o  r e s p o n s e  c u r v e s  f o r  a  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  1 0 °  o p e n in g  
a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g s .  6 . 4  a n d  6 . 5 ,  w h e r e  t h e  tw o  t h e o r i e s  d e s c r i b e d  
i n  C h a p t e r s  3 a n d  4 a r e  c o m p a r e d  to  e x p e r i m e n t s .  T h e  e x p e r i m e n t s  
w e r e  c o n d u c t e d  i n  a  c i r c u l a r  h a r b o r  o f  1 . 5  f t  d i a m e t e r  w i t h  t h e  d e p t h  
o f  w a t e r  c o n s t a n t  a n d  e q u a l  to  1 f t  i n  b o t h  t h e  h a r b o r  a n d  t h e  " o p e n - s e a " .  
In  b o t h  f i g u r e s ,  t h e  s o l i d  l i n e  r e p r e s e n t s  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e  
c o m p u t e d  f r o m  t h e  t h e o r y  f o r  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  ( C h a p t e r  3); 
t h e  t h e o r y  f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  ( S e c t i o n  4 . 1 )  i s  s h o w n  w i t h  d a s h e d  
l i n e s .  T h e  t h e o r e t i c a l  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  w a s  c a l c u l a t e d  u s i n g  E q .
E q .  3 . 3 8  a n d  E q .  4 . 3 0  f o r  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  a n d  
t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  t h e o r y  r e s p e c t i v e l y .  T h e  e x p e r i m e n t a l  a m p l i ­
f i c a t i o n  f a c t o r  w a s o b t a i n e d  b y  d i v i d i n g  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  
p o i n t  i n v e s t i g a t e d  i n s i d e  t h e  h a r b o r  ( c e n t e r  o f  t h e  h a r b o r  o r  t h e  
p o s i t i o n :  r  = 0 .7 f t ,  θ = 4 5 ° )  b y  t h e  a v e r a g e  w a v e  a m p l i t u d e  o f  t h e  
s t a n d i n g  w a v e  s y s t e m  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  T h e  s t a n d i n g  w a v e  
s y s t e m  w a s  m e a s u r e d  a t  t h e  " c o a s t l i n e "  w h e n  t h e  e n t r a n c e  w a s  c l o s e d ;  
t h e  p r o c e d u r e  f o r  o b t a i n i n g  t h e  a v e r a g e  w a v e  a m p l i t u d e  o f  t h e  s t a n d i n g  
w a v e  s y s t e m  w a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  5 . 4 .
F i g .  6 . 4  s h o w s  t h e  r e s p o n s e  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  h a r b o r  w h i l e  
F i g .  6. 5 s h o w s  t h e  r e s p o n s e  a t  t h e  p o s t i o n  r  =  0 .7 f t ,  θ = 4 5 ° .  T h e  c e n t e r  
o f  t h e  h a r b o r  i s  a  u n i q u e  p o s i t i o n  to  i n v e s t i g a t e  b e c a u s e  i t  i s  t h e  
l o c a t i o n  h a v i n g  a n  e q u a l  d i s t a n c e  t o  a n y  p o i n t  o n  t h e  b o u n d a r y .  T h e  
p o s i t i o n :  r  = 0 . 7 f t ,  θ = 4 5 °  i s n e a r  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a n d  w a s  c h o s e n  
b e c a u s e  i t  w a s  o f  i n t e r e s t  t o  k n o w  w h e t h e r  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  h a d  a n y
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F i g .  6 . 4  R e s p o n s e  c u r v e  of t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  
10°  o p e n in g  a t  t h e  c e n t e r .
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F i g .  6 . 5  R e s p o n s e  c u r v e  o f  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  10° o p e n in g  a t  
r  = 0 . 7  f t ,  θ  = 4 5 °
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s p e c i a l  i n f l u e n c e  o n  t h e  r e s p o n s e  t h a t  m i g h t  n o t  b e  p r e d i c t e d  b y  t h e  tw o  
t h e o r i e s .  In  t h e  e x p e r i m e n t s  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e s e  tw o  p o s i t i o n s  
w a s  m e a s u r e d  s i m u l t a n e o u s l y ;  h o w e v e r ,  t h e  g a g e s  w e r e  s e p a r a t e d  b y  
a b o u t  o n e  r a d i u s ,  t h u s  a n y  d i s t u r b a n c e  c a u s e d  b y  o n e  o f  t h e  w a v e  g a g e s  
w o u l d  n o t  b e  e x p e c t e d  to  s e r i o u s l y  a f f e c t  t h e  o t h e r .
F o r  t h e  c a s e  o f  a  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  10°  o p e n in g  t h e  a r c  a n d  
t h e  c h o r d  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a r e  a l m o s t  t h e  s a m e  l e n g t h ,  t h e r e ­
f o r e  t h e  t h e o r y  f o r  t h e  c i r c u l a r  s h a p e d  h a r b o r  d e v e l o p e d  i n  S e c t i o n  4 . 1  
c a n  b e  c o n s i d e r e d  to  b e  a p p l i c a b l e .  I n  u s i n g  t h e  t h e o r y  f o r  a n  a r b i ­
t r a r y  s h a p e d  h a r b o r ,  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w a s  d i v id e d  
i n to  36  s e g m e n t s  w i t h  e a c h  s e g m e n t  c o n t a i n i n g  10°  o f  t h e  c e n t r a l  a n g l e .  
S in c e  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  w a s  r e p r e s e n t e d  b y  o n e  o f  t h e s e  s e g m e n t s ,  
o n ly  o n e  u n k n o w n  c o m p l e x  c o n s t a n t  o f  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e
w a v e  f u n c t i o n n e e d s  to  b e  e v a l u a t e d  b y  t h e  m a t c h i n g  p r o c e d u r e .
In  F i g s .  6 . 4  a n d  6 . 5  r e a s o n a b l y  g o o d  a g r e e m e n t  i s  s e e n  b e t w e e n  
t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a n d  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s .  B e c a u s e  t h e  e n e r g y  
d i s s i p a t i o n  d u e  to  v i s c o u s  e f f e c t s  i s  n o t  c o n s i d e r e d  i n  t h e  t h e o r e t i c a l  
a n a l y s i s ,  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e s  n e a r  r e s o n a n c e  a r e ,  a s  e x p e c t e d ,  
h i g h e r  t h a n  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e s ;  m o r e  d i s c u s s i o n  o f  t h i s  w i l l  b e  
p r e s e n t e d  l a t e r  i n  t h i s  s u b s e c t i o n .  F o u r  m a x i m a  i n  t h e  r a n g e  o f  k a  
t h a t  w e r e  i n v e s t i g a t e d  c a n  b e  s e e n  in  t h e  c u r v e s  i n  F i g s .  6 . 4  a n d  6 . 5 ;  
t h e  v a l u e s  o f  k a  f o r  t h e s e  f o u r  a r e :  0 . 3 5 ,  1 . 9 8 8 ,  3 . 1 8 ,  a n d  3 . 8 7 .  
T h e s e  c o r r e s p o n d  to  f o u r  d i s t i n c t  m o d e s  o f  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n ;  t h e  
s h a p e  o f  t h e  w a t e r  s u r f a c e  f o r  t h e s e  m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  w i l l  b e
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d i s c u s s e d  i n  d e t a i l  i n  S u b s e c t i o n  6 . 2 . 4 .  I t  c a n  a l s o  b e  s e e n  i n  F i g s .
6 . 4  a n d  6 . 5  t h a t  t h e  r e s p o n s e  i n  r e g i o n  o f  k a  ≈  3 . 8 7  i s  v e r y  p e a k e d ,  
i . e .  a  l a r g e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  a n d  a  n a r r o w  w a v e  n u m b e r  b a n d ­
w i d t h  ( r a n g e  o f  k a ) ;  t h e  t h e o r e t i c a l  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  a t  t h e  c e n t e r  
o f  t h e  h a r b o r  i s  n e a r l y  10.
A s  t h e  w i d t h  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i n c r e a s e s ,  t h e  d i f f e r e n c e  
b e t w e e n  t h e  l e n g t h  o f  t h e  c h o r d  a n d  t h e  a r c  a t  t h e  e n t r a n c e  i n c r e a s e s  
a n d  t h e  t h e o r y  f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  d e v e l o p e d  i n  S e c t i o n  4 . 1  m a y  
no  l o n g e r  b e  s a t i s f a c t o r y .  In  o r d e r  to  e x a m i n e  t h e  e f f e c t  of t h e  s m a l l  
e n t r a n c e  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  t h e o r y  o n  t h e  h a r b o r  
r e s p o n s e  w h e n  t h e  e n t r a n c e  to  t h e  o p e n - s e a  i s  r e l a t i v e l y  l a r g e ,  a  
c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n i n g  w a s  i n v e s t i g a t e d .  In  t h i s  c a s e  t h e  
l e n g t h  o f  t h e  c h o r d  a n d  t h e  a r c  a t  t h e  e n t r a n c e  d i f f e r  b y  a l m o s t  5%.
T w o r e s p o n s e  c u r v e s  f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n i n g  
a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g s .  6 . 6  a n d  6 . 7 .  F i g .  6 . 6 s h o w s  t h e  r e s p o n s e  
c u r v e  f o r  t h e  c e n t e r  o f  t h e  h a r b o r ;  t h i s  p o s i t i o n  c o r r e s p o n d s  to  t h a t  
s h o w n  i n  F i g .  6 . 4  a n d  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f r o m  tw o  c i r c u l a r  h a r b o r s  
( 1 . 5  a n d  0 . 5  f t  d i a m e t e r )  a r e  i n c l u d e d .  T h i s  s m a l l e r  h a r b o r  w a s  
u s e d  to  o b t a i n  d a t a  a t  s m a l l e r  v a l u e s  o f  k a  t h a n  c o u ld  b e  o b t a i n e d  
w i t h  t h e  1 .5  f t  d i a m e t e r  h a r b o r .  F i g .  6 . 7  s h o w s  t h e  r e s p o n s e  c u r v e  
f o r  t h e  p o s i t i o n :  r  = 0.7 f t ,  θ  = 4 5 °  c o r r e s p o n d i n g  i n  l o c a t i o n  to  t h e  
c u r v e  s h o w n  i n  F i g .  6 . 5 ;  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  o n l y  t h e  c i r c u l a r  
h a r b o r  o f  1 .5  f t  d i a m e t e r  a r e  i n c l u d e d  f o r  t h a t  l o c a t i o n .  A s  b e f o r e ,  
a t  b o t h  l o c a t i o n s  t h e o r e t i c a l  c u r v e s  o b t a i n e d  f r o m  e a c h  o f  t h e  t h e o r i e s  
a r e  s h o w n .
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F i g .  6 . 6  R e s p o n s e  c u r v e  o f  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n in g  a t  t h e  c e n t e r
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F i g .  6 . 7  R e s p o n s e  c u r v e  o f  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n in g  a t  
r  = 0.7 f t ,  θ =  4 5 °
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In  u s i n g  t h e  t h e o r y  f o r  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r ,  t h e  b o u n d a r y  
o f  th e  h a r b o r  ( i n c l u d i n g  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e )  w a s  d i v i d e d  in to  36 
s e g m e n t s ,  a n d  f o r  t h i s  c a s e  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  w a s  r e p r e s e n t e d  b y  
s i x  o f  t h e s e  b o u n d a r y  s e g m e n t s .  T h e r e f o r e ,  s i x  c o m p l e x  c o n s t a n t s
o f  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n a t  t h e  h a r b o r
e n t r a n c e  w e r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  m a t c h i n g  p r o c e d u r e .  H o w e v e r ,  
w h e n  a p p l y i n g  th e  c i r c u l a r  h a r b o r  t h e o r y ,  o n l y  o n e  c o n s t a n t  w a s  u s e d  
a t  t h e  e n t r a n c e ,  i . e .  t h e  a v e r a g e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  th e  w a v e  f u n c t i o n  
a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  (C) o b t a i n e d  b y  th e  m a t c h i n g  p r o c e d u r e  
d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  4 . 1 .
T h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  p r e s e n t e d  in  F i g s .  6 . 6  a n d  6 . 7  s h o w  g o o d  
a g r e e m e n t  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  N o te  t h a t  i n  F i g .  6 . 6 ,  d a t a  
o b t a i n e d  f r o m  e x p e r i m e n t s  c o n d u c t e d  i n  a  c i r c u l a r  h a r b o r  o f  0 . 5  f t  
d i a m e t e r  a r e  d e n o t e d  b y  s o l i d  c i r c l e s .  T h e s e  d a t a  c o m b i n e d  w i t h  t h e  
d a t a  o b t a i n e d  i n  t h e  h a r b o r  o f  l a r g e r  d i a m e t e r  ( 1 . 5  f t )  s h o w  t h a t  t h e  
r e s p o n s e  c u r v e  o f  t h e  h a r b o r  a t  a  p a r t i c u l a r  l o c a t i o n  i s  o n l y  a  f u n c t i o n  
o f  k a .
F r o m  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  F i g s .  6 . 6  a n d  6 . 7 ,  
i t  a p p e a r s  t h a t  f o r  t h e  tw o  t h e o r i e s  t h e r e  i s  a  s m a l l  d i f f e r e n c e  i n  t h e  
v a l u e  o f  t h e  w a v e  n u m b e r  p a r a m e t e r ,  k a ,  w h i c h  i s  p r e d i c t e d  a t  r e s o ­
n a n c e .  T h i s  d i f f e r e n c e  i s  p r o b a b l y  c a u s e d  b y  t h e  d i f f e r e n t  t r e a t m e n t  
a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  t h e  tw o  t h e o r i e s :  f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  
t h e o r y  o n e  s e g m e n t  w a s  u s e d  w h e r e a s  f o r  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  
h a r b o r  t h e o r y  t h e  e n t r a n c e  w a s  d i v i d e d  i n t o  s i x  s e g m e n t s .  I n  f a c t ,
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i t  i s  s e e n  f r o m  F i g s .  6 . 6  a n d  6 . 7  t h a t  i n  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  p e a k s  
t h e  e x p e r i m e n t  a g r e e s  b e t t e r  w i t h  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y .  
T h e  v a l u e s  o f  k a  f o r  t h e  f o u r  m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  s h o w n  i n  t h e s e  
f i g u r e s  c a n  b e  d e n o t e d  b y  k a  = 0 . 4 6 ,  2 . 1 5 ,  3 . 3 8 ,  3 . 9 6  w h i c h  a r e  t h e  
a v e r  a g e - v a l u e s  f r o m  t h e  tw o  t h e o r i e s .
I t  s h o u ld  b e  n o t e d  t h a t  t h e s e  f o u r  m a x i m a  a r e  w e l l  d e f i n e d  i n  
F i g .  6 . 7  w h e r e a s  t h e  t h i r d  m a x i m u m  i s  n o t  o b v i o u s l y  s h o w n  i n  t h e  
r e s p o n s e  c u r v e  f o r  t h e  c e n t e r  o f  t h e  h a r b o r  ( F i g .  6 . 6 ) .  T h i s  p r o b l e m  
o f  d e f i n i n g  t h e  r e s o n a n t  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  s o l e l y  b y  a  r e s p o n s e  c u r v e  
s u c h  a s  t h i s  w i l l  b e  d i s c u s s e d  m o r e  f u l l y  i n  S u b s e c t i o n  6 . 2 . 5 . 4 .  T h e  
a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  c o r r e s p o n d i n g  to  t h e s e  r e s o n a n t  m o d e s  w i l l  b e  
d i s c u s s e d  i n  S u b s e c t i o n s  6 . 2 . 3  a n d  6 . 2 . 4 .
B y  c o m p a r i n g  F i g .  6 . 4  w i t h  F i g .  6 . 6  a n d  F i g .  6 . 5  w i t h  F i g .  6 . 7  
o n e  i s  a b l e  to  o b s e r v e  t h e  e f f e c t  o f  t h e  s i z e  o f  t h e  h a r b o r  o p e n i n g  o n  
t h e  a m p l i f i c a t i o n  o f  w a v e s  i n s i d e  t h e  h a r b o r .  I t  i s  o b v i o u s  f r o m  t h e s e  
f i g u r e s  t h a t  t h e  m a x i m a  w h i c h  a p p e a r e d  i n  F i g s .  6 . 4  a n d  6 . 5  f o r  t h e  
h a r b o r  w i t h  a  10° o p e n in g  a r e  r e p l a c e d  b y  p e a k s  o f  s m a l l e r  a m p l i ­
f i c a t i o n  f a c t o r s  a n d  l a r g e r  b a n d w i d t h  f o r  t h e  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  
o p e n in g  ( s e e  F i g s .  6 . 6  a n d  6 . 7 ) .  T h i s  e f f e c t  w a s  c a l l e d  t h e  " h a r b o r  
p a r a d o x "  b y  M i l e s  a n d  M u n k  (1 9 6 2 ) .  I n  a d d i t i o n ,  i n  c o m p a r i n g  t h e s e  
f i g u r e s  i t  i s  s e e n  t h a t  f o r  t h e  6 0 °  o p e n i n g ,  t h e  v a l u e s  o f  k a  o f  t h e  
m o d e s  o f  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n  a r e  l a r g e r  t h a n  t h e  v a l u e s  o f  k a  f o r  
t h e  c o r r e s p o n d i n g  m o d e s  f o r  t h e  h a r b o r  w i t h  a  1 0 °  o p e n i n g .
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A n o t h e r  c h a r a c t e r i s t i c  t h a t  c a n  b e  o b s e r v e d  f r o m  a  c o m p a r i s o n  
o f  F i g .  6 . 4  w i t h  F i g .  6 . 6  a n d  F i g .  6 . 5  w i t h  F i g .  6 . 7  i s  t h a t  t h e  
t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  a g r e e  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  b e t t e r  f o r  t h e  
h a r b o r  w i t h  t h e  l a r g e r  o p e n in g .  In  o r d e r  to  e x p l a i n  t h i s ,  s o m e  c o n ­
s i d e r a t i o n  m u s t  b e  g i v e n  to  t h e  e f f e c t  o f  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  a t  r e s o ­
n a n c e .  In  t h e  t h e o r e t i c a l  a n a l y s i s  i t  w a s  s h o w n  t h a t  t h e  r a d i a t i o n  
o f  e n e r g y  f r o m  t h e  h a r b o r  to  t h e  o p e n - s e a ,  l i m i t s  t h e  a m p l i f i c a t i o n  
a t  r e s o n a n c e .  In  n a t u r e  i n  a d d i t i o n  to  t h e  r a d i a t i o n  e f f e c t ,  v i s c o u s  
d i s s i p a t i o n  o f  e n e r g y  l i m i t s  t h e  m a x i m u m  a m p l i f i c a t i o n  e v e n  m o r e .  
S i n c e  t h e  t h e o r y  o n ly  t r e a t e d  t h e  e f f e c t  o f  r a d i a t i o n ,  o n e  e x p e c t s  t h e  
t h e o r e t i c a l  v a l u e s  o f  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  i n  t h e  r e g i o n  o f  r e s o ­
n a n c e  to  b e  l a r g e r  t h a n  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e s .  M o r e o v e r ,  f o r  t h e  
s a m e  i n c i d e n t  w a v e  c h a r a c t e r i s t i c s  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  a t  t h e  
e n t r a n c e  d u e  to  v i s c o u s  e f f e c t s  a r e  r e l a t i v e l y  m o r e  i m p o r t a n t  f o r  t h e  
h a r b o r  w i t h  a  s m a l l e r  e n t r a n c e .  T h u s  a  b e t t e r  a g r e e m e n t  b e t w e e n  
t h e  e x p e r i m e n t a l  a n d  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  i s  a p p a r e n t  f o r  t h e  h a r b o r  
w i t h  a  6 0 °  o p e n i n g .  O n  t h e  o t h e r - h a n d  t h e  r e s u l t s  i n  F i g s .  6 . 4  to  6 . 7  
d e m o n s t r a t e  t h a t  t h e  w a v e  n u m b e r s  ( o r  p e r i o d s )  a t  r e s o n a n c e  a r e  
c o r r e c t l y  p r e d i c t e d  b y  t h e  tw o  t h e o r i e s .  T h e s e  e f f e c t s  f o r  t h e  h a r b o r  
a r e  s i m i l a r  t o  t h o s e  f o r  a  s i n g l e - d e g r e e - o f - f r e e d o m  o s c i l l a t o r  w h e r e  
v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  a f f e c t s  r e s o n a n t  a m p l i f i c a t i o n  m u c h  m o r e  t h a n  i t  
a f f e c t s  t h e  n a t u r a l  p e r i o d s  o f  o s c i l l a t i o n .
T h e  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  t h e o r i e s  a n d  t h e  e x p e r i m e n t  i s  e v e n  
m o r e  e n c o u r a g i n g  s i n c e  t h e  e x p e r i m e n t s  c o n d u c t e d  f o r  t h e  r e s p o n s e  
c u r v e s  p r e s e n t e d  i n  F i g s .  6 . 4  to  6 . 7  c o v e r e d  t h e  r a n g e  of w a v e s
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f r o m  s h a l l o w  w a t e r  w a v e s  to  d e e p  w a t e r  w a v e s .  T h e  c o n v e n t i o n a l  
m e t h o d  o f  c l a s s i f y i n g  w a v e s  i s :  s h a l l o w  w a t e r  w a v e s  f o r  h / L  < 1 / 2 0 ,  
i n t e r m e d i a t e  w a v e s  f o r  1 /2 0  < h / L  < 1 / 2 ,  a n d  d e e p  w a t e r  w a v e s  f o r  
h / L  > 1 /2  ( w h e r e i n  L  i s  t h e  w a v e  l e n g t h ,  h  i s  t h e  d e p th ) ;  t h u s ,  t h e  
e x p e r i m e n t s  c o n d u c t e d  f o r  k a  < 0 . 2 3 6  ( a  =  0 .75 f t )  a r e  s h a l l o w  w a t e r  
w a v e s ,  w h e r e a s  t h o s e  f o r  0 . 2 3 6  < k a  < 2 . 3 6  a r e  i n t e r m e d i a t e  w a v e s  
a n d  f o r  k a  > 2 . 3 6  t h e  w a v e s  a r e  d e e p  w a t e r  w a v e s .  I t  s h o u ld  a l s o  b e  
m e n t i o n e d  t h a t  t h e  e x p e r i m e n t s  w e r e  a c c o m p l i s h e d  u s i n g  a  w i d e -  
r a n g e  o f  s t r o k e  s e t t i n g s  o f  t h e  w a v e  m a c h i n e  ( s e e  A p p e n d i x  IV ).
S i n c e  t h i s  r a n g e  o f  s t r o k e  s e t t i n g s  r e s u l t s  i n  a  w i d e  r a n g e  o f  i n c i d e n t  
w a v e  s t e e p n e s s e s  t h e  g o o d  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  t h e o r i e s  a n d  th e  
e x p e r i m e n t s  a l s o  e m p h a s i z e  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e s e  l i n e a r  t h e o r i e s  
e v e n  q u i t e  c l o s e  to  r e s o n a n c e .
I t  w a s  m e n t i o n e d  i n  C h a p t e r  3 t h a t  i n  u s i n g  t h e  t h e o r y  f o r  a n  
a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r ,  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r  m u s t  b e  d i v i d e d  
i n to  a  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  n u m b e r  o f  s e g m e n t s .  T h e  w o r d  " s u f f i c i e n t "  
i m p l i e s  t h a t  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  t h e o r y  m u s t  
a g r e e  w i t h  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  w i t h i n  a n  a l l o w a b l e  l i m i t .  O b v i o u s l y ,  
a s  t h e  n u m b e r  o f  s e g m e n t s  i n c r e a s e s ,  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  a p p r o x i m a t e  
t h e o r y  c o m p a r e d  to  a n  e x a c t  t h e o r y  w i l l  i m p r o v e ;  h o w e v e r ,  w i t h  t h i s  
i n c r e a s e  b o t h  t h e  r e q u i r e d  c o m p u t e r  s t o r a g e  a n d  c o m p u t a t i o n  t i m e  m a y  
i n c r e a s e  s i g n i f i c a n t l y .  T h e r e f o r e ,  t h e s e  f a c t o r s  m a y  p l a c e  a  p r a c t i ­
c a l  l o w e r  l i m i t  o n  t h e  l e n g t h  o f  t h e  s e g m e n t s  i n t o  w h i c h  t h e  b o u n d a r y  
i s  d i v i d e d ,  a n d  t h e r e f o r e ,  c o n s i d e r a t i o n  m u s t  b e  g i v e n  t o  t h e  r e l a t i v e  
s i z e  o f  e a c h  s e g m e n t .
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T h e  f o l l o w i n g  c o n s i d e r a t i o n s  a r e  n e c e s s a r y  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  
s e g m e n t  l e n g t h :  w h e n  t h e  b o u n d a r y  i s  d i v i d e d  a n d  r e p l a c e d  b y  
s t r a i g h t - l i n e  s e g m e n t s  t h e s e  m u s t  b e  a  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  to  t h e  
a c t u a l  b o u n d a r y ,  a n d  t h e  l e n g t h  o f  e a c h  s t r a i g h t - l i n e  s e g m e n t ,  Δs ,  
m u s t  b e  s m a l l  c o m p a r e d  w i t h  t h e  w a v e  l e n g t h ,  L .  T o  u n d e r s t a n d  t h i s  
s e c o n d  c r i t e r i o n ,  i t  i s  r e c a l l e d  t h a t  i n  t h e  a p p r o x i m a t e  t h e o r y  t h e  
w a v e  f u n c t i o n  a lo n g  e a c h  b o u n d a r y - s e g m e n t  i s  r e p r e s e n t e d  b y  a  
c o n s t a n t  v a l u e  l o c a t e d  a t  t h e  m i d - p o i n t  o f  t h e  s e g m e n t ;  t h u s ,  t h e
l e n g t h ,  Δs ,  m u s t  b e  s m a l l  c o m p a r e d  to  t h e  w a v e  l e n g t h ,  L .  T h e r e f o r e ,  
w i t h i n  t h e  d i s t a n c e  o f  o n e  w a v e  l e n g t h  t h e r e  a r e  a  n u m b e r  o f  t h e s e  
s e g m e n t s  a lo n g  w h i c h  t h e  w a v e  f u n c t i o n  i s  e v a l u a t e d ,  t h e r e b y  a s s u r i n g  
t h e  p r o p e r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  w a v e  f o r m .  T h i s  c r i t e r i o n  c a n  b e  
r e p r e s e n t e d  b e s t  b y  t h e  p a r a m e t e r  k Δs .  I t  w a s  s h o w n  i n  S u b s e c t i o n  
3 . 4 . 1  ( T a b l e  3 . 1 )  t h a t  b y  u s i n g  t h e  s a m e  n u m b e r  o f  s e g m e n t s  th e  
a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  a g r e e d  b e t t e r  w i t h  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  f o r  a  
s m a l l e r  w a v e  n u m b e r  k  t h a n  f o r  l a r g e r  w a v e  n u m b e r s .  T h u s ,  in  
c o n s i d e r i n g  t h e  s i z e  o f  Δs ,  t h e  c a s e  o f  l a r g e r  v a l u e s  o f  k  ( s m a l l e r  
w a v e  l e n g t h s )  i s  m o r e  c r i t i c a l  t h a n  t h e  c a s e  o f  s m a l l  k .  F o r  t h e  
c i r c u l a r  h a r b o r s  s t u d i e d  e x p e r i m e n t a l l y  a n d  s i m u l a t e d  t h e o r e t i c a l l y ,  
t h e  l e n g t h  o f  t h e  s e g m e n t s ,  As, u s e d  w a s  0 . 1 3  f t  ( fo r  N  =  36) a n d  t h e  
l a r g e s t  v a l u e  o f  k a  f o r  w h i c h  t h e  e x p e r i m e n t s  w e r e  p e r f o r m e d  w a s  
a p p r o x i m a t e l y  4 . 0  ( w h ic h  c o r r e s p o n d s  to  k  =  5.3 f t  - 1 ). T h e r e f o r e ,  
t h e  c r i t i c a l  v a l u e  o f  k Δs i n  t h e  p r e s e n t  c a s e  i s  0 . 6 9 .  J u d g i n g  b y  t h e  
g o o d  a g r e e m e n t  r e a l i z e d  b e t w e e n  t h e  a p p r o x i m a t e  t h e o r y  a n d  t h e
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e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s ,  i t  i s  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r  
w a s  d i v i d e d  i n to  s e g m e n t s  w h i c h  w e r e  s u f f i c i e n t l y  s m a l l ;  t h i s  c r i t e r i o n  
c o r r e s p o n d s  to  t h e  r a t i o :  Δs / L  ≈ 1 / 9 .  T h e r e f o r e ,  a  c o n s e r v a t i v e  
s t a t e m e n t  o f  t h e  c r i t e r i o n  f o r  s e g m e n t  l e n g t h  c a n  b e  s t a t e d  a s :  t h e  
h a r b o r  p e r i m e t e r  s h o u ld  b e  d i v i d e d  i n to  a  n u m b e r ,  N , s t r a i g h t - l i n e  
s e g m e n t s  s u c h  t h a t  t h e  r a t i o  o f  t h e  l e n g t h  o f  t h e  l a r g e s t  s e g m e n t  to  
t h e  s m a l l e s t  w a v e  l e n g t h  to  b e  c o n s i d e r e d  i s  l e s s  t h a n  a b o u t  o n e - t e n t h .
6 . 2 . 3  V a r i a t i o n  o f  W a v e  A m p l i t u d e  I n s i d e  t h e  H a r b o r :  
C o m p a r i s o n  o f  E x p e r i m e n t s  a n d  T h e o r y  
T h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  S u b s e c t i o n  6 . 2 . 2  o n  t h e  r e s p o n s e  
o f  t h e  tw o  c i r c u l a r  h a r b o r s  to  i n c i d e n t  w a v e s  d e m o n s t r a t e  t h a t  t h e  
t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  
a n d  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  t h e o r y  a g r e e  w e l l  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  
B o th  t h e o r i e s  w i l l  b e  t e s t e d  f u r t h e r  i n  t h i s  s e c t i o n  b y  c o m p a r i n g  t h e  
t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  f o r  t h e  w a v e  a m p l i ­
t u d e  d i s t r i b u t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  t h e  w a v e  
n u m b e r  p a r a m e t e r  k a .
T h e  w a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  w i t h i n  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  
a  10°  o p e n in g  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 8  f o r  a  v a l u e  o f  k a  = 0 . 5 0 2 .  In  
F i g .  6 . 8  t h e  v a r i a t i o n  o f  w a v e  a m p l i t u d e  w i t h  a n g u l a r  l o c a t i o n  i s  
s h o w n  a lo n g  tw o  c i r c u l a r  p a t h s :  t h e  u p p e r  p o r t i o n  o f  t h e  f i g u r e  f o r  
r  = 0 . 7  f t  ( r / a  = . 9 3 5 )  a n d  t h e  l o w e r  p o r t i o n  f o r  r  = 0 . 2  f t  ( r / a  = . 2 6 7 ) .  
T h e  a b s c i s s a  i n  F i g .  6 . 8  i s  t h e  a n g u l a r  p o s i t i o n ,  θ , i n  d e g r e e s  a n d  
t h e  o r d i n a t e  i s  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  to  t h e
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F i g .  6 . 8  W a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  i n s i d e  t h e  c i r c u l a r
h a r b o r  w i t h  a  1 0 °  o p e n i n g  f o r  k a  = 0 .502
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w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  p o s i t i o n  o f  r  = 0 . 7  f t ,  θ = 1 8 0 ° .  ( T h e  w a v e  
a m p l i t u d e  a t  r  = 0 . 7  f t ,  θ = 1 8 0 °  i s  c h o s e n  f o r  n o r m a l i z a t i o n  a s  i t  
i s  t h e  m a x i m u m  v a l u e  w h i c h  w a s  m e a s u r e d  a lo n g  t h e  tw o  c i r c u l a r  
p a t h s ,  i . e .  r  = 0 . 7  f t  a n d  0 . 2  f t . ) In  F i g .  6 . 8  a n d  i n  o t h e r  f i g u r e s  
t h r o u g h o u t  t h i s  s e c t i o n ,  t h e  s o l i d  l i n e  r e p r e s e n t s  t h e  t h e o r e t i c a l  
a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  o b t a i n e d  f r o m  t h e  t h e o r y  f o r  a n  a r b i t r a r y  
s h a p e d  h a r b o r  ( C h a p t e r  3) a p p l i e d  to  t h i s  s p e c i a l  s h a p e ;  t h e  a m p l i t u d e  
d i s t r i b u t i o n  o b t a i n e d  f r o m  t h e  t h e o r y  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  4 . 1  f o r  a  
c i r c u l a r  h a r b o r  i s  show n  b y  a  d a s h e d  l i n e .  S i n c e  t h e  t h e o r e t i c a l  w a v e  
f u n c t i o n ,  t h u s  w a v e  a m p l i t u d e ,  i n s i d e  t h e  h a r b o r  i s  s y m m e t r i c a l  a b o u t  
a  d i a m e t e r  w h i c h  b i s e c t s  t h e  e n t r a n c e  (θ = 0 ° ) ,  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  
p r e s e n t e d  o n ly  c o v e r  t h e  r a n g e  o f  θ f r o m  0 °  to  1 8 0 ° .
E x p e r i m e n t s  w e r e  c o n d u c t e d  to  m e a s u r e  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  f o r  
0 °  < θ < 3 6 0 °  a lo n g  c e r t a i n  r a d i i :  i n  F i g .  6 . 8  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  
f o r  0 °  ≤ θ ≤ 1 8 0 °  a r e  d e n o t e d  b y  a n  o p e n  c i r c l e  w h i l e  t h e  d a t a  f o r  
180°  < θ ≤ 3 6 0 °  a r e  d e n o t e d  b y  a  s o l i d  c i r c l e .  R e a s o n a b l y  g o o d  a g r e e ­
m e n t  i s  s e e n  b e t w e e n  t h e  t h e o r i e s  a n d  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s ;  h o w ­
e v e r ,  f o r  r  = 0 . 2  f t ,  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  t h e o r y  
f o r  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  d i f f e r  b y  a b o u t  10% f r o m  th e  r e s u l t s  
o f  c i r c u l a r  h a r b o r  t h e o r y ,  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a g r e e i n g  b e t t e r  
w i t h  t h e  l a t t e r .  T h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  0 °  < θ ≤ 1 8 0 °  a g r e e  w e l l  
w i t h  t h o s e  f o r  1 8 0 °  <  θ ≤ 3 6 0 °  t h u s  d e m o n s t r a t i n g  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  
w a v e  a m p l i t u d e  i n s i d e  t h e  h a r b o r  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  d i a m e t e r  a t  
θ = 0 ° .
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F i g .  6 . 9  s h o w s  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  a lo n g  c i r c u l a r  
p a t h s  w i t h  r  = 0 . 7  f t  a n d  r  = 0 . 2  f t  f o r  k a  = 1 .9 8 8  f o r  t h e  h a r b o r  w i t h  
a  10°  o p e n i n g .  A s  i n  F i g .  6 . 8  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  v a r i o u s  l o c a t i o n s  
i s  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  p o s i t i o n  of 
r  = 0 . 7  f t ,  θ = 1 8 0 °  w h i c h  i s  a g a i n  t h e  m a x i m u m  o f  p o i n t s  m e a s u r e d .  
T h i s  v a l u e  o f  k a  c o r r e s p o n d s  to  t h e  s e c o n d  m a x i m u m  i n  t h e  r e s p o n s e  
c u r v e s  s h o w n  i n  F i g s .  6 . 4  a n d  6 . 5 .  I t  i s  s e e n  t h a t  t h e  t h e o r e t i c a l  
r e s u l t s  a g r e e  w e l l  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a t  t h e  l o c a t i o n s  w h e r e  
t h e  m e a s u r e m e n t s  w e r e  m a d e .  A t  t h i s  v a l u e  o f  k a ,  t h e  w a v e  
o s c i l l a t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r  i s  t e r m e d  t h e  " s l o s h i n g  m o d e " ;  t h i s  
m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  w i l l  b e  d i s c u s s e d  m o r e  f u l l y  i n  S u b s e c t i o n  6 . 2 . 4 .  
F i g .  6 . 9  s h o w s ,  f o r  r  = 0 . 7  f t  a  r e g i o n  o f  n e g a t i v e  w a t e r  s u r f a c e  
d i s p l a c e m e n t s  ( n e g a t i v e  w a v e  a m p l i t u d e s )  i n  t h e  r e g i o n  0°  < θ < 97°
w i t h  p o s i t i v e  d i s p l a c e m e n t s  i n  t h e  r e g i o n  9 7 °  < θ < 1 8 0 ° .  S i m i l a r l y ,  
f o r  r  = 0 . 2  f t  tw o  r e g i o n s  a r e  s e e n  w i t h  o p p o s i t e  p h a s e ,  i . e .  t h e  
r e g i o n  0 °  < θ < 1 0 3 °  w i t h  n e g a t i v e  d i s p l a c e m e n t s  a n d  t h e  r e g i o n  
1 0 3 °  < θ < 1 8 0 °  w i t h  p o s i t i v e  d i s p l a c e m e n t s .
S i m i l a r  r e s u l t s  f o r  a  v a l u e  o f  k a  = 3 . 1 8 8  a r e  p r e s e n t e d  i n  
F i g .  6 . 1 0 ;  t h i s  v a l u e  o f  k a  c o r r e s p o n d s  to  t h a t  o f  t h e  t h i r d  m a x i m u m  
i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  s h o w n  i n  F i g s .  6 . 4  a n d  6 . 5 .  T h e  o r d i n a t e  
i n  F i g .  6 . 1 0  i s  t h e  r e l a t i v e  w a v e  a m p l i t u d e  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  
t o  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  p o s i t i o n  r  = 0 . 7  f t ,  θ = 9 5 ° ,  w h e r e  t h i s  
a m p l i t u d e  i s  t h e  m a x i m u m  w h i c h  w a s  m e a s u r e d  a lo n g  b o t h  c i r c u l a r  
p a t h s  ( r  = 0 . 7  f t  a n d  r  = 0 . 2  f t ) .  F o r  t h i s  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  tw o
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F i g .  6 . 9  W a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  i n s i d e  t h e  c i r c u l a r
h a r b o r  w i t h  a  10°  o p e n i n g  f o r  k a  =  l . 988
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F ig .  6 . 1 0  W av e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  i n s i d e  th e  c i r c u l a r
h a r b o r  w i th  a  10° o p e n in g  f o r  k a  = 3.188
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no  d a l  l i n e s  e x i s t  in  t h e  h a r b o r  ( s e e  S u b s e c t i o n  6 . 2 . 4  f o r  a  m o r e  
c o m p l e t e  d i s c u s s i o n ) ;  t h u s ,  t h e  n o d a l  l i n e s  c r o s s  t h e  tw o  c i r c u l a r  
p a t h s  a t  tw o  l o c a t i o n s  a lo n g  e a c h  p a th :  θ = 5 0 °  a n d  1 3 8 °  f o r  r  = 0 . 7  f t  
a n d  θ = 7 3 °  a n d  1 2 3 °  f o r  r  = 0 . 2  f t .  T h e r e f o r e ,  i n  t h e  u p p e r  p o r t i o n  
o f  F i g .  6 . 1 0  ( r  = 0 . 7  f t)  n e g a t i v e  w a t e r  s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t s  a r e  
e v i d e n t  i n  t h e  r e g i o n s  0 °  < θ <  5 0 °  a n d  1 3 8 °  < θ < 1 8 0 °  w h i l e  p o s i t i v e  
d i s p l a c e m e n t s  a r e  s h o w n  i n  t h e  r e g i o n  5 0 °  < θ < 1 3 8 ° .  P o s i t i v e  a n d  
n e g a t i v e  w a t e r  s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t s  c a n  a l s o  b e  s e e n  f o r  r  = 0 . 2  f t .
T o  i n v e s t i g a t e  w h e t h e r  t h e  s h a p e  o f  t h e  w a t e r  s u r f a c e  i s  d e s ­
c r i b e d  w e l l  b y  a  l i n e a r  t h e o r y  e x p e r i m e n t s  w e r e  c o n d u c t e d  w h e r e  t h e  
w a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r  a t  r  = 0 . 7  f t  w a s  
m e a s u r e d  f o r  v a r i o u s  i n c i d e n t  w a v e  a m p l i t u d e s .  T h e s e  r e s u l t s  a r e  
p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 1 1  f o r  t h r e e  d i f f e r e n t  i n c i d e n t  w a v e  a m p l i t u d e s :
A i  = 0 . 0 0 2 3  f t ,  0 . 0 0 6 6  f t ,  a n d  0 . 0 1 0 5  f t .  T h e  v a l u e  o f  k a  f o r  t h e s e  
e x p e r i m e n t s  w a s  3 . 1 8 8  w h i c h  c o r r e s p o n d s  to  t h e  t h i r d  r e s o n a n t  m o d e  
o f  o s c i l l a t i o n  ( s e e  F i g s .  6 . 4 ,  6 . 5 ,  a n d  6 . 1 0 ) .  T h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e s  
w h i c h  a r e  s h o w n  i n  F i g .  6 . 1 1  a r e  t h e  s a m e  a s  t h o s e  p r e s e n t e d  i n  t h e  
u p p e r  p o r t i o n  o f  F i g .  6 . 1 0 .  T h e  a g r e e m e n t  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  
a m o n g  t h e m s e l v e s  a n d  w i t h  t h e  tw o  l i n e a r  t h e o r i e s  a d d i t i o n a l l y  
s u p p o r t  t h e  l i n e a r i t y  a s s u m p t i o n  m a d e  i n  t h e  t h e o r y  ( fo r  t h e s e  
e x p e r i m e n t s  t h e  i n c i d e n t  w a v e  s t e e p n e s s e s  a r e :  0 . 0 0 3  < H i / L  < 0 . 0 1 4 ) .  
T h e  m a j o r  d e v i a t i o n  f r o m  o t h e r  d a t a  a p p e a r s  to  b e  f o r  th e  r e s u l t s  
c o r r e s p o n d i n g  to  t h e  s m a l l e s t  i n c i d e n t  w a v e  a m p l i t u d e  w h e r e  e x p e r i ­
m e n t a l  p r o b l e m s  o f  a c c u r a t e  m e a s u r e m e n t  m a y  a r i s e .
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F i g .  6 .1 1  C o m p a r i s o n  o f  w a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  a lo n g  r  = 0.7 f t  f o r  t h e  
c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  10°  o p e n in g  f o r  t h r e e  d i f f e r e n t  i n c i d e n t  
w a v e  a m p l i t u d e s  ( k a  =  3.188)
- 1 4 0 -
T h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  r a d i a l l y  a t  s i x ,  f i x e d ,  
a n g u l a r  p o s i t i o n s :  θ = 0 ° ,  3 0 ° ,  4 5 ° ,  9 0 ° ,  1 3 5 ° ,  1 8 0 °  i s  s h o w n  in  
F i g .  6 . 1 2  f o r  k a  = 3 . 8 9 1 .  T h e  a b s c i s s a  i n  F i g .  6 . 1 2  i s  t h e  r e l a t i v e  
r a d i a l  p o s i t i o n ,  r / a ,  a n d  t h e  o r d i n a t e  i s  t h e  r e l a t i v e  w a v e  a m p l i t u d e  
n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  c e n t e r  o f  th e  
h a r b o r  w h e r e  a  m a x i m u m  o c c u r s .  E x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a r e  a l s o  
s h o w n  f o r  θ = 2 7 0 °  a n d  a r e  i n c l u d e d  a lo n g  w i t h  t h e  d a t a  a n d  t h e o r y  
f o r  θ = 9 0 °  a s  t h e  o s c i l l a t i o n  i s  s y m m e t r i c  a b o u t  θ = 0 ° .  I t  i s  s e e n  
t h a t  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  a g r e e  w e l l  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  
f o r  a l l  o f  t h e  v a l u e s  o f  θ w h i c h  w e r e  i n v e s t i g a t e d .  In  F i g .  6 . 1 3  t h e s e  
r e s u l t s  h a v e  b e e n  r e p l o t t e d  i n  a  m a n n e r  s i m i l a r  to  F i g s .  6 . 8  t h r o u g h
6. 11 a g a i n  s h o w in g  t h e  a m p l i t u d e  v a r i a t i o n  a lo n g  t h e  tw o  c i r c u l a r  
p a t h s :  r  = 0 . 2  f t  a n d  r  = 0 . 7  f t .
T h e  p r e v i o u s  d i s c u s s i o n s  h a v e  s h o w n  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  
t h e o r i e s  d e v e l o p e d  i n  p r e d i c t i n g  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  i n  a  
c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  s m a l l  o p e n in g  (1 0 ° ) .  I n  a  s i m i l a r  m a n n e r  
e x p e r i m e n t s  w e r e  c o n d u c t e d  u s i n g  a  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n i n g .  T h e  
t h e o r e t i c a l  d i s t r i b u t i o n  o f  w a v e  a m p l i t u d e  w i t h i n  t h e  h a r b o r  i s  c o m ­
p a r e d  to  t h e  r e s u l t s  o f  t h e s e  e x p e r i m e n t s  i n  F i g s .  6 . 1 4  t h r o u g h  6 . 1 7 .
F i g .  6 . 1 4  s h o w s  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  a lo n g  r  = 0 . 7  f t  
a n d  r  = 0 . 2  f t  a t  k a  = 0 . 5 4 0  f o r  t h e  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n in g .  T h i s  
v a l u e  o f  k a  i s  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a m e  a s  t h a t  w h i c h  c o r r e s p o n d s  to  t h e  
f i r s t  m a x i m u m  i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  p r e s e n t e d  i n  F i g s .  6 . 6  a n d  6 . 7 .
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F i g .  6 . 1 2  W a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  a lo n g  s i x  f i x e d  a n g u l a r  
p o s i t i o n s  i n s i d e  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  10° 
o p e n i n g  f o r  k a  = 3 .891
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F i g .  6 . 1 3  W a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  i n s i d e  t h e  c i r c u l a r
h a r b o r  w i t h  a  10° o p e n i n g  f o r  k a  = 3 .891
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F i g .  6 . 1 4  W a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  i n s i d e  t h e  c i r c u l a r
h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n i n g  f o r  k a  =  0.540
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T h e  w a v e  a m p l i t u d e  i s  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  
a t  t h e  p o s i t i o n :  r  = 0 . 7  f t ,  θ = 1 8 0 ° .  N o te  t h a t  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e  
a t  r  = 0 . 7  f t  c o m p u t e d  u s i n g  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  c o v e r s  
o n ly  t h e  r e g i o n  3 0 °  ≤ θ ≤ 1 8 0 ° .  T h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  o b t a i n e d  a lo n g  
t h e  c i r c u l a r  p a t h  r  = 0 . 7  f t  f o r  t h e  r e g i o n  θ < 3 0 °  a r e  i n  f a c t  o u t s i d e  
R e g i o n  I I  a s  d e f i n e d  i n  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  ( s e e  F i g .
3 . 1 ) .  T h e r e f o r e ,  i t  i s  u n r e a l i s t i c  to  c o m p a r e  t h e s e  e x p e r i m e n t s  to  
t h i s  t h e o r y  f o r  θ < 3 0 °  a n d  r  = 0 . 7  f t .  H o w e v e r ,  i n  t h e  t h e o r y  f o r  t h e  
c i r c u l a r  h a r b o r  i t  w a s  a s s u m e d  t h a t  t h e  a r c  w a s  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  
to  t h e  c h o r d  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  i m p l y i n g  t h a t  t h e  r e g i o n  a lo n g  
r  = 0 . 7  f t  f o r  θ < 3 0 °  i s  a l s o  c o n t a i n e d  i n  R e g i o n  II .  T h e r e f o r e ,  o n ly  
t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e  c o m p u t e d  u s i n g  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  t h e o r y  i s  
p r e s e n t e d  f o r  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t s  i n  t h i s  r e g i o n .  I t  
c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  i s  r e l a t i v e l y  c o n s t a n t  a lo n g  t h e s e  
c i r c u l a r  p a t h s  e x c e p t  i n  t h e  r e g i o n  n e a r  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a n d  t h a t  
t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  a g r e e  w e l l  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  A s  
e x p e c t e d ,  t h e r e  i s  s o m e  d i s a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  
a n d  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  t h e o r y  i n  t h e  r e g i o n  n e a r  e n t r a n c e  (θ < 3 0 °  a n d  
r  = 0 . 7  f t ) .
S i m i l a r  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 1 5  f o r  a  v a l u e  o f  k a  
e q u a l  to  2 . 1 5 3 .  T h i s  v a l u e  o f  k a  i s  t h e  s a m e  a s  f o r  t h e  s e c o n d  m a x i m u m  
i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  p r e s e n t e d  i n  F i g s .  6 . 6  a n d  6 . 7 .  I t  c a n  b e  s e e n  
t h a t  t h e  g e n e r a l  s h a p e  o f  t h e  w a t e r  s u r f a c e  ( w a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n )  
i s  s i m i l a r  to  t h e  o n e  s h o w n  i n  F i g .  6 . 9  f o r  t h e  c a s e  o f  a  10°  o p e n in g .
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F i g .  6 . 1 5  W a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  i n s i d e  t h e  c i r c u l a r
h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n i n g  f o r  k a  =  2 .153
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F o r  t h i s  c a s e  t h e  i n t e r s e c t i o n s  o f  t h e  n o d a l  l i n e  w i t h  t h e  c h o s e n  
c i r c u l a r  p a t h s  o c c u r  a t  a  l a r g e r  v a l u e  o f  θ : 1 0 5 °  f o r  r  = 0 . 7  f t  a n d  
11 6 °  f o r  r  = 0 . 2  f t .  T h i s  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  n o d a l  l i n e  f o r  t h i s  m o d e  
o f  o s c i l l a t i o n  i s  l o c a t e d  c l o s e r  to  t h e  b a c k  w a l l  r e g i o n  t h a n  f o r  t h e  
c a s e  o f  a  10°  o p e n in g .
T h e o r e t i c a l  a n d  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 1 6  
f o r  k a  = 3 . 3 8 ,  w h i c h  c o r r e s p o n d s  to  t h e  v a l u e  o f  k a  a t  t h e  t h i r d  
m a x i m u m  i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e  o f  F i g .  6 . 7 .  T h e  w a v e  a m p l i t u d e  h a s  
b e e n  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  p o s i t i o n  o f  
r  = 0 . 7  f t ,  θ = 1 0 0 ° ,  w h e r e  t h e  a m p l i t u d e  a t  t h a t  l o c a t i o n  w a s  t h e  m a x i ­
m u m  o f  t h o s e  m e a s u r e d .  T h e  s h a p e  o f  t h e  w a t e r  s u r f a c e  f o r  t h e  
h a r b o r  w i t h  a  10°  o p e n i n g  w h i c h  c o r r e s p o n d s  to  t h i s  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  
h a s  b e e n  s h o w n  i n  F i g .  6 . 1 0 .  B y  c o m p a r i n g  F i g .  6 . 1 6  w i t h  F i g .  6 . 1 0  
c e r t a i n  s i m i l a r i t i e s  a n d  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  s h a p e  o f  w a t e r  s u r f a c e  
f o r  t h e  tw o  d i f f e r e n t  o p e n i n g s  r e a d i l y  c a n  b e  s e e n :  t h e  g e n e r a l  s h a p e  
o f  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  i s  s i m i l a r .  H o w e v e r ,  t h e  i n t e r ­
s e c t i o n s  o f  n o d a l  l i n e s  w i t h  t h e  c i r c u l a r  p a t h  r  = 0 . 7  f t  o c c u r  a t  a  
l a r g e r  v a l u e  o f  θ (θ = 5 4 °  a n d  1 4 5 ° )  f o r  t h e  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n in g  
a n d  f o r  t h i s  c a s e  t h e  n o d a l  l i n e  d o e s  n o t  i n t e r s e c t  t h e  c i r c u l a r  p a t h  
f o r  r  = 0 . 2 f t .  I t  i s  s e e n  t h a t  t h e  t h e o r i e s  a g r e e  w e l l  w i t h  t h e  e x p e r i ­
m e n t a l  d a t a  t h r o u g h o u t .
F i g .  6 . 1 7  s h o w s  t h e  r e s u l t s  a t  a  v a l u e  o f  k a  = 3 . 9 5 3 ;  t h i s  
c o r r e s p o n d s  to  t h e  v a l u e  o f  k a  f o r  t h e  f o u r t h  m a x i m u m  i n  t h e  r e s p o n s e  
c u r v e s  s h o w n  i n  F i g .  6 . 7 .  T h e  w a v e  a m p l i t u d e  s h o w n  i n
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F i g .  6 . 1 6  W a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  i n s i d e  t h e  c i r c u l a r
h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n in g  f o r  k a  = 3 .38
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F i g .  6 . 1 7  W a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  i n s i d e  t h e  c i r c u l a r
h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n i n g  f o r  k a  =  3.953
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F i g .  6 . 1 7  h a s  b e e n  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  
a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  h a r b o r ,  Ac . I t  i s  s e e n  t h a t  t h e  a g r e e m e n t  i s  
s o m e w h a t  p o o r e r  b e t w e e n  t h e  tw o  t h e o r i e s .  T o  u n d e r s t a n d  t h i s ,  
r e c a l l  t h a t  i n  t h e  f o u r t h  p e a k  o f  t h e  r e s p o n s e  c u r v e  s h o w n  i n  F i g .  6 . 7 ,  
s o m e  d i s a g r e e m e n t  i s  e v i d e n t  b e t w e e n  t h e  t h e o r i e s ,  a n d  t h e  v a l u e  
o f  k a  a t  r e s o n a n c e  p r e d i c t e d  b y  t h e  tw o  t h e o r i e s  a l s o  d i f f e r s  s l i g h t l y .  
H e n c e  o n e  w o u l d  e x p e c t  t h a t  f o r  t h e  s a m e  v a l u e  o f  k a  t h e  tw o  t h e o r i e s  
c o u ld  p r e d i c t  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  s h a p e s  f o r  t h e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n .  
B y  c o m p a r i n g  F i g .  6 . 1 7  w i t h  F i g .  6 . 1 3  a n  o b v i o u s  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  
t h e  tw o  c a n  b e  s e e n :  a t  r  = 0 . 7  f t  i n  F i g .  6 . 1 7  t h e r e  i s  a  l i m i t e d  
r e g i o n ,  i . e .  1 0 0 °  < θ <  1 3 0 °  i n  w h i c h  a  d i f f e r e n t  w a v e  p h a s e  i s  s e e n .
I n  S u b s e c t i o n s  6 . 2 . 2  a n d  6 . 2 . 3  t h e  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  t h e o ­
r e t i c a l  r e s u l t s  a n d  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  h a s  b e e n  s h o w n .  T h e  m o s t  
q u e s t i o n a b l e  e l e m e n t  i n  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  t h e o r y  ( s e e  S e c t i o n  4 . 1 )  
i s  t h e  s m a l l  e n t r a n c e  a p p r o x i m a t i o n  w h e r e  t h e  a r c  a n d  c h o r d  a t  t h e  
h a r b o r  e n t r a n c e  a r e  c o n s i d e r e d  to  b e  i d e n t i c a l .  I t  i s  n o t  s u r p r i z i n g  
t h a t  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  s h o u ld  a p p l y  w e l l  f o r  t h e  c a s e  o f  a  10° 
o p e n in g ;  h o w e v e r ,  t h e  r e s u l t s  h a v e  s h o w n  t h a t  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  
s t i l l  a p p l i e s  w e l l  f o r  t h e  c a s e  o f  a  6 0 °  o p e n i n g .  T h u s ,  i t  a p p e a r s  
t h a t  t h e  s m a l l  e n t r a n c e  a p p r o x i m a t i o n  c a n  b e  a p p l i e d  a t  l e a s t  u p  to  
a  6 0 °  o p e n i n g .  T h e  g o o d  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  tw o  t h e o r i e s  a s  w e l l  
a s  b e t w e e n  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a n d  t h e s e  t h e o r i e s  s h o w n  i n  t h e s e  
tw o  s u b s e c t i o n s  c o n f i r m s  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  
h a r b o r  t h e o r y  to  t h e  f i r s t  e x t r e m e  c a s e :  a  c u r v e d  b o u n d a r y  w i t h  a
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c o n t i n u o u s l y  v a r y i n g  t a n g e n t .  T h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  
h a r b o r  t h e o r y  f o r  t h e  s e c o n d  e x t r e m e  c a s e ,  a  h a r b o r  c o m p o s e d  of 
s t r a i g h t - l i n e d  b o u n d a r i e s  w i l l  b e  p r e s e n t e d  a n d  d i s c u s s e d  in  
S e c t i o n  6 . 3 .
6 . 2 . 4  V a r i a t i o n  o f  W a v e  A m p l i t u d e  I n s i d e  t h e  H a r b o r  f o r  t h e  
M o d e s  of R e s o n a n t  O s c i l l a t i o n  
A s  m e n t i o n e d  i n  S u b s e c t i o n  6 . 2 . 2 ,  t h e r e  a r e  f o u r  d i s t i n c t  
m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  s h o w n  i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  f o r  t h e  c i r c u l a r  
h a r b o r  w i t h  a  10°  o p e n in g  a s  w e l l  a s  6 0 °  o p e n in g  w i t h i n  t h e  r a n g e  o f  
k a  t h a t  h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d .  In  S u b s e c t i o n  6 . 2 . 3  w a v e  a m p l i t u d e  
d i s t r i b u t i o n s  a lo n g  tw o  c i r c u l a r  p a t h s  i n s i d e  t h e  h a r b o r  f o r  v a r i o u s  
m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  h a v e  b e e n  d e s c r i b e d  i n  o r d e r  to  c o m p a r e  t h e  
t h e o r i e s  to  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  H o w e v e r ,  t h e  c o m p l e t e  s h a p e  o f  
t h e  w a t e r  s u r f a c e  i n s i d e  t h e  h a r b o r  f o r  v a r i o u s  r e s o n a n t  m o d e s  h a s  
n o t  b e e n  p r e s e n t e d  y e t .  I n  o r d e r  to  u n d e r s t a n d  m o r e  f u l l y  t h e  s h a p e  
o f  t h e  m o d e s  o f  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n  f o r  c i r c u l a r  b a s i n s  a n d  h o w  t h e y  
c h a n g e  w i t h  c h a n g e s  i n  t h e  w i d t h  o f  t h e  e n t r a n c e ,  f o r  e a c h  r e s o n a n t  
m o d e  d e s c r i b e d  b y  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  o f  F i g s .  6 . 4  t h r o u g h  6 . 7 ,  a  
f i g u r e  w i l l  b e  p r e s e n t e d  s h o w in g  t h e  c o n t o u r  l i n e s  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  
( l i n e s  o f  c o n s t a n t  w a t e r  s u r f a c e  e l e v a t i o n )  a l o n g  w i t h  p h o t o g r a p h s  f o r  
t h e s e  m o d e s .
I t  i s  o f  i n t e r e s t  to  c o m p a r e  t h e  s h a p e  o f  w a t e r  s u r f a c e  f o r  e a c h  
m o d e  of o s c i l l a t i o n  f o r  t h e  c l o s e d  c i r c u l a r  b a s i n  w i t h  t h e  c o r r e s ­
p o n d i n g  m o d e s  f o r  a  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  10°  o p e n i n g  a n d  w i t h  a
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6 0 °  o p e n i n g .  T h i s  c o m p a r i s o n  w i l l  i n d i c a t e  t h e  e f f e c t  o f  t h e  s i z e  of 
t h e  h a r b o r  o p e n i n g  o n  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  i n s i d e  t h e  
h a r b o r .
T h e  w a v e  o s c i l l a t i o n  i n  a  c l o s e d  b a s i n  i s  u s u a l l y  r e f e r r e d  to  a s  
t h e  f r e e  o s c i l l a t i o n  i n  a  b a s i n .  S u p p o s e  t h e  w a v e  f u n c t i o n  i n  a  c l o s e d  
c i r c u l a r  b a s i n  o f  c o n s t a n t  d e p t h  i s  f ( r ,  θ ), w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  H e l m ­
h o l t z  e q u a t i o n ,  E q .  4 . 1 ,  a n d  a l s o  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  f lu i d  d o e s
n o t  p e n e t r a t e  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r ,  i . e . w h e r e
a  i s  t h e  r a d i u s  o f  t h e  h a r b o r .  A s  w a s  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  4 ,  a  
s o l u t i o n  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f ( r ,  θ ) c a n  b e  e x p r e s s e d  a s :
( 6 .3 )
w h e r e  m  i s  z e r o  o r  a  p o s i t i v e  i n t e g e r .
T h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  a n d  E q .  6 . 3  i n d i c a t e  t h a t  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n  
m u s t  b e  s a t i s f i e d :
( 6 .4 )
T h i s  c o n d i t i o n  r e q u i r e s  t h a t  i n  o r d e r  to  g e t  a  n o n t r i v i a l  s o l u t i o n  f o r  t h e  
w a v e  f u n c t i o n  f ( r ,  θ ), t h e  v a l u e s  o f  k a  m u s t  b e  r e s t r i c t e d  to  t h o s e  w h i c h  
s a t i s f y  E q .  6 . 4 ;  t h e s e  r o o t s  a r e  o f t e n  r e f e r r e d  to  a s  t h e  e i g e n v a l u e s .  
T h e  v a l u e s  o f  k a  w h i c h  s a t i s f y  E q .  6 . 4  h a v e  b e e n  t a b u l a t e d ,  e . g .  s e e  
M o r s e  a n d  F e s h b a c k  ( 1 9 5 3 ) ,  a n d  s e v e r a l  o f  t h e s e  e i g e n v a l u e s  a r e :
( 6 .5 )
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T h e  v a l u e  o f  k a  f o r  t h e  f r e e  m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  t h a t  w i l l  b e  
u s e d  to  c o m p a r e  w i t h  t h e  w a v e  i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  c i r c u l a r  
h a r b o r s  a r e :  k a  = 1 . 8 4 ,  3 . 0 5 ,  3 . 8 3 .  T h u s ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n s  w h i c h  
c o r r e s p o n d  to  t h e s e  v a l u e s  o f  k a  a r e  a s  f o l l o w s :
( 6 .6 )
In  d e r i v i n g  t h e s e ,  t h e  v a l u e  o f  " a "  i s  t a k e n  a s  0 . 7 5  f t ,  t h e  r a d i u s  o f  
t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  (1 0 °  o p e n i n g  a n d  6 0 °  o p e n in g )  t h a t  w a s  i n v e s t i g a t e d  
e x p e r i m e n t a l l y .  A s  s h o w n  i n  E q .  3 . 6 ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n ,  
f ,  i s  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  w a v e  a m p l i t u d e ;  t h u s ,  f o r  t h e  c l o s e d  b a s i n
t h e  r e l a t i v e  w a t e r  s u r f a c e  e l e v a t i o n , c a n  b e  o b t a i n e d  b y  e v a l ­
u a t i n g  f  f r o m  E q .  6 . 6  a n d  n o r m a l i z i n g  w i t h  r e s p e c t  to  i t s  m a x i m u m  
v a l u e .
C o n t o u r  l i n e s  f o r  t h e s e  t h r e e  m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  a t  t h e  t i m e  of 
m a x i m u m  w a t e r  s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t  a r e  s h o w n  i n  F i g s .  6 . 1 8  a ,  b ,  c .  
T h e  c o n t o u r  l i n e s  r e s u l t  f r o m  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a  h o r i z o n t a l  p l a n e  
w i t h  t h e  d i s t u r b e d  f r e e  s u r f a c e ;  t h e  v a l u e  o f  e a c h  l i n e  i s  t h e  r a t i o  of 
t h e  w a t e r  s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t  a t  t h a t  l o c a t i o n  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  
to  t h e  m a x i m u m  d i s p l a c e m e n t  i n  t h e  b a s i n .  T h e  p o s i t i v e  w a t e r  s u r f a c e  
e l e v a t i o n s  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  s o l i d  l i n e s ,  w h i l e  t h e  n e g a t i v e  w a t e r  
s u r f a c e  e l e v a t i o n s  a r e  d e s c r i b e d  b y  s h o w n  d a s h e d  l i n e s .
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F i g .  6 . 1 8  a ,  b ,  c C o n t o u r  d r a w i n g s  o f  w a t e r  s u r f a c e  e l e v a t i o n  f o r  t h r e e  m o d e s  o f  f r e e  o s c i l l a t i o n  
i n  a  c l o s e d  c i r c u l a r  b a s i n .
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T h e  c o n t o u r  d r a w i n g  o f  F i g .  6 . 1 8  a  s h o w s  a  n o d a l  c i r c l e  l o c a t e d  
a t  t h e  p o s i t i o n  o f  r / a  = 0 . 628 ; i n  t h i s  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  t h e  c o n t o u r  
l i n e s  a r e  a  s e r i e s  o f  c o n c e n t r i c  c i r c l e s ,  so  t h a t  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  
( o r  w a t e r  s u r f a c e  e l e v a t i o n )  d o e s  n o t  v a r y  w i t h  r e s p e c t  to  θ . F i g .
6 . 1 8  b  s h o w s  a  n o d a l  d i a m e t e r  a t  t h e  p o s i t i o n  θ = 9 0 °  w h i c h  d i v i d e s  
t h e  b a s i n  i n to  tw o  r e g i o n s  o f  o p p o s i t e  w a v e  p h a s e s ;  t h i s  i s  u s u a l l y  
r e f e r r e d  to  a s  t h e  " s l o s h i n g  m o d e " .  T h e  c o n t o u r  d r a w i n g  o f  F i g .
6 . 1 8  c s h o w s  tw o  n o d a l  d i a m e t e r s  a t  t h e  p o s i t i o n s  θ = 4 5 °  a n d  135° ;  
t h e  b a s i n  i s  d i v i d e d  i n to  f o u r  r e g i o n s  w i t h  e a c h  q u a r t e r  1 8 0 °  o u t  o f  
p h a s e  w i t h  i t s  n e i g h b o r .
I t  s h o u ld  b e  n o t e d  t h a t  i f  t h e  b a s i n  i s  no  l o n g e r  c o m p l e t e l y  
c l o s e d ,  h o w e v e r  s m a l l  t h e  o p e n in g  m a y  b e ,  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  w a v e  
f u n c t i o n  f ( r ,  θ ) i s  no  l o n g e r  l i m i t e d  to  t h e  e i g e n v a l u e s  d e s c r i b e d  
b y  E q s .  6 . 5 .  A s  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  4 ,  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  w a v e  
f u n c t i o n  f ( r ,  θ ) i n s i d e  t h e  h a r b o r  i s  c o n t i n u o u s l y  d e p e n d e n t  u p o n  t h e  
w a v e  n u m b e r  k  ( o r  t h e  i n c i d e n t  w a v e  p e r i o d ) .  T h e  r e s p o n s e  c u r v e s  
p r e s e n t e d  i n  S u b s e c t i o n  6 . 2 . 2  s h o w  t h a t  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n s  m a y  
o c c u r  f o r  p a r t i c u l a r  w a v e  n u m b e r s  p r o d u c i n g  a  l a r g e  a m p l i f i c a t i o n  
o f  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  i n s i d e  t h e  h a r b o r .  M o d e s  o f  r e s o n a n t  o s c i l l ­
a t i o n  w i l l  b e  d e s c r i b e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  d i s c u s s i o n s  w i t h  c o r r e s p o n d i n g  
m o d e s  f o r  t h e  c a s e  o f  t h e  10°  o p e n in g  a n d  t h e  6 0 °  o p e n in g  d i s c u s s e d  
t o g e t h e r .  T h e r e f o r e ,  t h e  s i m i l a r i t i e s  a n d  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  th e  
s h a p e  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  f o r  t h e  tw o  h a r b o r s  r e a d i l y  c a n  b e  s e e n .
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A  c o n t o u r  d r a w i n g  a n d  tw o  p h o t o g r a p h s  s h o w in g  t h e  w a t e r  s u r f a c e  
f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  10° o p e n i n g  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 1 9  
f o r  a  v a l u e  o f  k a  = 0 . 3 5 .  T h i s  v a l u e  o f  k a  c o r r e s p o n d s  to  t h e  f i r s t  
m a x i m u m  i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  p r e s e n t e d  i n  F i g s .  6 . 4  a n d  6 . 5 .  T h e  
v a l u e  o f  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  w i t h i n  t h e  h a r b o r  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c o n t o u r  
d r a w i n g  ( o r  i n  a n y  o t h e r  c o n t o u r  d r a w i n g  t h a t  w i l l  b e  p r e s e n t e d  i n  t h i s  
s u b s e c t i o n )  i s  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  t h e o r y  d e v e l o p e d  in  
S e c t i o n  4 . 1 .  A s  m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  t h e  v a l u e  o f  e a c h  c o n t o u r  l i n e  
r e p r e s e n t s  t h e  w a t e r  s u r f a c e  e l e v a t i o n  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  
m a x i m u m  e l e v a t i o n  w i t h i n  t h e  h a r b o r ;  f o r  t h i s  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  
t h i s  m a x i m u m  w a v e  a m p l i t u d e  i s  l o c a t e d  a t  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r  
( r  = 0 . 7 5  f t)  a t  θ = 1 8 0 ° .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  a l l  t h e  c o n t o u r  l i n e s  
a r e  p e r p e n d i c u l a r  to  t h e  s o l i d  b o u n d a r y  c o r r e s p o n d i n g  to  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n  t h a t  no  f l u i d  p e n e t r a t e s  a  s o l i d  b o u n d a r y .  B y  o b s e r v i n g  t h i s  
c o n t o u r  d r a w i n g  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  i s  f a i r l y  u n i f o r m  
t h r o u g h o u t  t h e  h a r b o r ,  a n d  t h a t  e i t h e r  p o s i t i v e  o r  n e g a t i v e  w a t e r  d i s ­
p l a c e m e n t s  o c c u r  s i m u l t a n e o u s l y  w i t h i n  t h e  h a r b o r .  T h u s ,  t h i s  m o d e  
o f  o s c i l l a t i o n  c a n  b e  c a l l e d  t h e  " p u m p i n g  m o d e " ;  t h e r e  i s  n o  " p u m p i n g  
m o d e "  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  f r e e  o s c i l l a t i o n  in  a  c l o s e d  c i r c u l a r  b a s i n  
b e c a u s e  i t  i s  i m p o s s i b l e  to  s a t i s f y  c o n s e r v a t i o n  o f  m a s s .  T h e  tw o  
p h o t o g r a p h s  p r o v i d e d  i n  F i g .  6 . 1 9  s h o w  t h e  c a s e  o f  a  p o s i t i v e  w a t e r  
s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t ,  i . e .  a b o v e  t h e  s t i l l  w a t e r  s u r f a c e .  P h o t o g r a p h s  
g e n e r a l l y  s h o w  o n l y  d i s p l a c e m e n t  a l o n g  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r ,  
n o t  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  w a t e r  s u r f a c e  i n  t h e  i n t e r i o r  o f  t h e  h a r b o r .
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F i g .  6 . 1 9  C o n t o u r  d r a w i n g  a n d  p h o t o g r a p h s  s h o w i n g  t h e  w a t e r  s u r f a c e  f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h
a  10° o p e n i n g ,  M o d e  N o . 1, k a  = 0.35
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In  t h e  p h o t o g r a p h s ,  p o s i t i v e  w a t e r  s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t  a p p e a r s  a s  
d a r k  s t r i p e s  a lo n g  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r .  S o m e  i n d i c a t i o n  o f  t h e  
i n t e r i o r  o s c i l l a t i o n  i s  p r o v i d e d  b y  s h a d o w s  o n  t h e  b o t t o m  s e e n  in  
s u b s e q u e n t  p h o t o g r a p h s ;  f o r  t h i s  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  t h e  w a t e r  s u r f a c e  
e l e v a t i o n  i s  e v i d e n t l y  s o  s m o o t h  t h a t  n o  s u c h  s h a d o w  a p p e a r s  i n  t h e  
b o t t o m .
F o r  r e a s o n s  o f  c o n v e n i e n c e ,  t h e  p u m p i n g  m o d e  w i l l  b e  n a m e d  
M o d e  N o . 1, a n d  o t h e r  r e s o n a n t  m o d e s  w h i c h  o c c u r  a t  l a r g e r  v a l u e s  
o f  k a  w i l l  t h e n  b e  n a m e d  M o d e s  N o . 2 ,  N o .  3 , e t c .  T h e s e  m o d e s  of 
o s c i l l a t i o n  w i l l  b e  d i s c u s s e d  l a t e r  i n  t h i s  s e c t i o n .
A s i m i l a r  f i g u r e  f o r  M o d e  N o . 1 ( th e  " p u m p i n g  m o d e " )  f o r  t h e  
h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n i n g  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 2 0 .  T h i s  m o d e  o f  
o s c i l l a t i o n  o c c u r s  a t  k a  = 0 . 4 6 ,  w h i c h  i s  t h e  v a l u e  o f  k a  a t  t h e  f i r s t  
m a x i m u m  i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  p r e s e n t e d  i n  F i g s .  6 . 6  a n d  6 . 7 .  A s 
c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  c o n t o u r  d r a w i n g  t h e  w a t e r  s u r f a c e  e l e v a t i o n  i s  
f a i r l y  c o n s t a n t  t h r o u g h o u t  t h e  h a r b o r  a n d  i n  t h e  p h a s e  t h r o u g h o u t .  T h e  
s h a p e s  o f  t h e  w a t e r  s u r f a c e  s h o w n  i n  F i g s .  6 . 1 9  a n d  6 . 2 0  a r e  s i m i l a r ;  
h o w e v e r ,  f o r  t h e  c a s e  o f  a  6 0 °  o p e n i n g  t h e  v a r i a t i o n  i s  l a r g e r  t h a n  f o r  
t h e  h a r b o r  w i t h  a  10°  o p e n in g
T h e  s h a p e  o f  M o d e  N o . 2 ( " s l o s h i n g  m o d e " )  f o r  t h e  c a s e  o f  a  
10°  o p e n i n g  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 2 1 .  T h i s  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n ,  
w h i c h  c o r r e s p o n d s  to  t h e  s e c o n d  m a x i m u m  i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  
o f  F i g s .  6 . 4  a n d  6 . 5  o c c u r s  a t  a  v a l u e  o f  k a  = 1 .9 9 .  T h e  c o n t o u r  
d r a w i n g  s h o w s  a  n o d a l  l i n e  l o c a t e d  n e a r  a  d i a m e t e r  o f  t h e  h a r b o r  a t
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F i g .  6 . 2 0  C o n t o u r  d r a w i n g  a n d  p h o t o g r a p h s  s h o w in g  t h e  w a t e r  s u r f a c e  f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h
a  6 0 °  o p e n in g ,  M o d e  N o . 1, k a  =  0.46
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F i g .  6 . 2 1  C o n t o u r  d r a w i n g  a n d  p h o t o g r a p h s  s h o w in g  t h e  w a t e r  s u r f a c e  f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h
a  10°  o p e n in g ,  M o d e  N o . 2 ,  k a  =  1 .9 9
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θ = 9 0 ° .  A s  b e f o r e ,  t h e  l i n e s  o f  c o n s t a n t  p o s i t i v e  w a t e r  s u r f a c e  
e l e v a t i o n  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  s o l id  l i n e s ,  w h i l e  t h e  s u r f a c e  c o n t o u r s  
b e l o w  t h e  s t i l l  w a t e r  l e v e l  a r e  s h o w n  d a s h e d .  T h e  tw o  p h o t o g r a p h s  
p r o v i d e d  a r e  f o r  o p p o s i t e  p h a s e :  w h e n  t h e  w a t e r  s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t  
i s  n e a r  a  m a x i m u m  o r  a  m i n i m u m .  T h e  u p p e r  p h o t o g r a p h  in  F i g .  6 . 2 1  
s h o w s  a  p o s i t i v e  w a t e r  s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t  a p p r o x i m a t e l y  i n  th e  
r e g i o n  9 0 °  < θ < 1 8 0 ° .  T h e  l o w e r  p h o t o g r a p h  s h o w s  a  n e g a t i v e  w a t e r  
s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t  i n  t h i s  s a m e  r e g i o n .  In  t h e  p h o t o g r a p h s  p o s i t i v e  
w a t e r  s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t s  a p p e a r  a s  a  d a r k  s t r i p e  a lo n g  t h e  b o u n d a r y  
o f  t h e  h a r b o r ;  h o w e v e r ,  n e g a t i v e  w a t e r  s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t s  a r e  n o t  
e a s i l y  s e e n .  T h e  s h a d o w s  w h i c h  a p p e a r  o n  t h e  b o t t o m  o f  t h e  h a r b o r  
a r e  c a u s e d  b y  a  s e r i e s  o f  s h o r t  w a v e  l e n g t h  r i p p l e s  o n  t h e  w a t e r  
s u r f a c e ;  h o w e v e r ,  b e c a u s e  t h e i r  a m p l i t u d e  i s  s m a l l  c o m p a r e d  w i t h  
t h e  m a i n  w a t e r  s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t ,  t h e y  a r e  n o t  e a s i l y  d e t e c t e d  b y  
m e a s u r e m e n t  e x c e p t  n e a r  t h e  n o d e s .  F o r  d i f f e r e n t  m o d e s  o f  
o s c i l l a t i o n ,  t h e  p a t t e r n  o f  t h e  s h a d o w s  c h a n g e ;  t h i s  w i l l  b e  m o r e  
e v i d e n t  w h e n  o t h e r  m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  a r e  d i s c u s s e d .
A s i m i l a r  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 2 2  f o r  t h e  
c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n i n g .  F o r  t h i s  o p e n i n g ,  t h i s  m o d e  o f  
o s c i l l a t i o n  o c c u r s  a t  a  v a l u e  o f  k a  = 2 . 1 5  w h i c h  c o r r e s p o n d s  to  t h e  
s e c o n d  p e a k  i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e  o f  F i g s .  6 . 6 a n d  6 . 7 .  F o r  t h e  10° 
o p e n in g  t h i s  m o d e  o c c u r s  a t  k a  = 1 . 9 9 ,  a n d  f o r  t h e  c o m p l e t e l y  c l o s e d  
b a s i n  i t  o c c u r s  a t  k a  = 1 .8 4 .  T h e r e f o r e ,  t h e  t r e n d  i s  f o r  t h e  w a v e  
n u m b e r  a t  r e s o n a n c e  to  d e c r e a s e  a s  t h e  e n t r a n c e  w i d t h  d e c r e a s e s ,
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F i g .  6 . 2 2  C o n t o u r  d r a w i n g  a n d  p h o t o g r a p h s  s h o w i n g  t h e  w a t e r  s u r f a c e  f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h
a  6 0 °  o p e n in g ,  M o d e  N o . 2 ,  k a  = 2 .15
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a p p r o a c h i n g  t h e  v a l u e  o f  k  f o r  t h a t  m o d e  f o r  t h e  c l o s e d  b a s i n .  T h e  
u p p e r  p h o t o g r a p h  i n  F i g .  6 . 2 2  s h o w s  a  p o s i t i v e  w a t e r  s u r f a c e  d i s ­
p l a c e m e n t  i n  t h e  r e g i o n  o p p o s i t e  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  ( a p p r o x i m a t e l y  
10 0 °  < θ < 1 8 0 °)  a n d  t h e  l o w e r  p h o t o g r a p h ,  s h o w s  a  n e g a t i v e  w a t e r  
s u r f a c e  i n  t h i s  r e g i o n .
I t  i s  o f  i n t e r e s t  to  c o m p a r e  t h e  c o n t o u r  d r a w i n g s  o f  F i g s .  6 . 2 1  
a n d  6 . 2 2  w i t h  t h e  o n e  s h o w n  i n  F i g .  6 . 1 8  b  f o r  t h e  c a s e  o f  a  c l o s e d  
c i r c u l a r  b a s i n  w h e r e  t h e  t h r e e  f i g u r e s  r e p r e s e n t  t h e  s a m e  m o d e  o f  
o s c i l l a t i o n :  t h e  " s l o s h i n g  m o d e " .  A d i r e c t  c o m p a r i s o n  o f  F i g s .  6 . 1 8  b 
6 . 2 1 ,  a n d  6 . 2 2  r e v e a l s  c h a n g e s  in  t h e  w a t e r  s u r f a c e  s h a p e  a s  t h e  w i d t h  
o f  t h e  h a r b o r  o p e n i n g  i n c r e a s e s .  In  t h e  c a s e  o f  a  c l o s e d  b a s i n  ( F ig .
6 . 1 8  b )  t h e  n o d a l  l i n e  i s  a  d i a m e t e r  a t  θ = 9 0 ° ,  f o r  a  10°  o p e n in g  
( F i g .  6 . 2 1 )  t h e  n o d a l  l i n e  o c c u r s  a t  a  p o s i t i o n  s l i g h t l y  o f f  t h e  c e n t e r  
a n d  c l o s e r  to  t h e  r e g i o n  o f  t h e  b a c k  w a l l ;  f o r  t h e  c a s e  o f  6 0 °  o p e n i n g  
( F ig .  6 . 2 2 )  t h e  n o d a l  l i n e  o c c u r s  a t  a  p o s i t i o n  f u r t h e r  o f f  t h e  c e n t e r  
t o w a r d s  t h e  b a c k  w a l l .  S p e c i f i c a l l y ,  t h e  r e l a t i v e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  
t h e  c e n t e r  o f  t h e  h a r b o r  i s :  A / A max = - 0 . 0 8  f o r  1 0 °  o p e n i n g ,
A / A max = - 0 . 1 8  f o r  6 0 °  o p e n i n g .  T h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e  c h a n g e s  s i g n i f i c a n t l y  f o r  t h e  t h r e e  c a s e s :  f o r  t h e  c l o s e d  
b a s i n ,  ( F i g .  6 . 1 8  b) a  m a x i m u m  a m p l i t u d e  ( a n t i n o d e )  o c c u r s  a t  t h e  
b o u n d a r y  a t  θ = 0 ° ;  h o w e v e r ,  t h i s  a n t i n o d e  d o e s  n o t  e x i s t  f o r  th e  
c a s e  o f  a  10°  o p e n i n g  o r  a  6 0 °  o p e n i n g .  T h i s  d i s a p p e a r a n c e  of t h e  
a n t i n o d e  a t  t h e  e n t r a n c e  w h e n  t h e  h a r b o r  i s  no  l o n g e r  c o m p l e t e l y  
c l o s e d  c o n t r a d i c t s  t h e  a s s u m p t i o n  m a d e  b y  M c N o w n  (1 9 5 2 )  i n  h i s
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s o l u t i o n  o f  o s c i l l a t i o n s  i n  c i r c u l a r  h a r b o r s .  (H is  a s s u m p t i o n  i s  t h a t  
a n  a n t i n o d e  e x i s t s  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  s m a l l  o p e n i n g s . )
In  F i g .  6 . 2 3 ,  a  c o n t o u r  d r a w i n g  a n d  tw o  p h o t o g r a p h s  f o r  M o d e  
N o . 3 a r e  p r e s e n t e d  f o r  t h e  c a s e  o f  a  1 0 °  o p e n i n g .  T h i s  m o d e  of 
o s c i l l a t i o n ,  w h i c h  c o r r e s p o n d s  to  t h e  t h i r d  p e a k  i n  t h e  r e s p o n s e  
c u r v e s  s h o w n  i n  F i g s .  6 . 4  a n d  6 . 5 ,  o c c u r s  a t  k a  = 3 . 1 8 .  In  t h e  
c o n t o u r  d r a w i n g ,  t h e r e  a r e  tw o  n o d a l  l i n e s ;  m a x i m u m  w a v e  a m p l i t u d e  
o c c u r s  a t  t h e  b o u n d a r y  a t  θ = 9 5 °  a n d  i t s  s y m m e t r i c a l  c o u n t e r p a r t  i s  
a t  θ = 2 6 5 ° .  (T h e  w a v e  p a t t e r n  i s  s y m m e t r i c  w i t h  r e s p e c t  to  θ = 0° . )  
T h e  tw o  p h o t o g r a p h s  s h o w n  d i f f e r  1 8 0 °  i n  p h a s e .  T h e  u p p e r  p h o t o ­
g r a p h  o f  F i g .  6 . 2 3  s h o w s  a n  o s c i l l a t i o n  w i t h  t h e  s a m e  p h a s e  a s  t h e  
c o n t o u r  d r a w i n g ;  t h u s ,  a  p o s i t i v e  w a t e r  s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t  i s  s h o w n  
i n  t h e  p h o t o g r a p h  a p p r o x i m a t e l y  i n  t h e  r e g i o n  5 0 °  < θ < 1 4 0 ° .  T h e  
l o w e r  p h o t o g r a p h  o f  F i g .  6 . 2 3  s h o w s  a  n e g a t i v e  w a t e r  s u r f a c e  d i s ­
p l a c e m e n t  i n  t h e  s a m e  r e g i o n .  I t  i s  s e e n  t h a t  t h e  s h a d o w s  o n  t h e  
b o t t o m  f o r  t h i s  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  a r e  q u i t e  d i f f e r e n t  f r o m  t h o s e  s h o w n  
i n  F i g s .  6 . 2 1  a n d  6 . 2 2 ,  a n d  h e n c e  t h e y  m u s t  b e  r e l a t e d  to  t h e  m o d e  o f  
o s c i l l a t i o n .
A s i m i l a r  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  f o r  t h e  c a s e  o f  a  6 0 °  o p e n i n g  i s  
p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 2 4 .  T h i s  m o d e  o c c u r s  a t  k a  = 3 . 3 8  a n d  c o r r e s ­
p o n d s  to  t h e  t h i r d  p e a k  i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e  o f  F i g .  6 . 7 .  T w o  n o d a l  
l i n e s  a r e  s e e n  i n  t h e  c o n t o u r  d r a w i n g ;  t h e  m a x i m u m  w a v e  a m p l i t u d e  
o c c u r s  a t  t h e  b o u n d a r y  a t  θ = 1 0 0 °  ( a n d  2 6 0 ° ) .  T h e  u p p e r  p h o t o g r a p h  
i n  F i g .  6 . 2 4  s h o w s  a  w a v e  m o t i o n  i n  p h a s e  w i t h  t h a t  s h o w n  i n  t h e
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F i g .  6 . 2 3  C o n t o u r  d r a w i n g  a n d  p h o t o g r a p h s  s h o w in g  t h e  w a t e r  s u r f a c e  f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h
a  10° o p e n in g ,  M o d e  N o. 3, k a  =  3.18
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F i g .  6 . 2 4  C o n t o u r  d r a w i n g  a n d  p h o t o g r a p h s  s h o w i n g  t h e  w a t e r  s u r f a c e  f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h
a  6 0 °  o p e n i n g ,  M o d e  N o. 3 , k a  =  3.38
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c o n t o u r  d r a w i n g ;  t h u s  t h e  p o s i t i v e  w a t e r  s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t  a lo n g  
t h e  b o u n d a r y  i s  s e e n  i n  t h e  d a r k  s t r i p e  i n  t h e  r e g i o n  5 5 °  < θ < 1 4 5 ° .
T h e  l o w e r  p h o t o g r a p h  s h o w s  t h e  m o t i o n  a b o u t  1 8 0 °  o u t  o f  p h a s e  w i t h  
t h a t  o n  t h e  u p p e r  p h o t o g r a p h .  T h e  s h a d o w s  o n  t h e  b o t t o m  a s  s e e n  in  
t h e  p h o t o g r a p h s  a r e  s i m i l a r  to  t h o s e  s h o w n  i n  F i g .  6 . 2 3 ;  h o w e v e r ,  
t h e y  a r e  c e r t a i n l y  d i f f e r e n t  f r o m  t h o s e  s h o w n  i n  F i g s .  6 . 2 1  a n d  6 . 2 2  
f o r  M o d e  N o . 2.
F o r  t h e  c a s e  o f  a  c l o s e d  b a s i n  ( F i g .  6 . 1 8  c ) ,  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e
m a x i m u m  a m p l i t u d e  o c c u r s  a t  f o u r  p o i n t s  o n  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  b a s i n
θ = 0 ° ,  9 0 ° ,  1 8 0 ° ,  a n d  2 7 0 ° ,  a n d  t h e  tw o  n o d a l  d i a m e t e r s  ( θ = 4 5 °
a n d  1 3 5 °)  a r e  p e r p e n d i c u l a r  to  e a c h  o t h e r .  F o r  t h e  c a s e  o f  a  10°
o p e n in g  ( F ig .  6 . 2 3 )  t h e  tw o  n o d a l  l i n e s  a r e  s h i f t e d  s l i g h t l y  a n d  no
l o n g e r  i n t e r s e c t ,  w h e r e a s  f o r  t h e  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n in g  ( F ig .
6 . 2 4 )  t h e  tw o  n o d a l  l i n e s  a r e  s h i f t e d  e v e n  f u r t h e r  a p a r t .  T h e  w a v e
a m p l i t u d e s  a t  t h e  c e n t e r  h a v e  a l s o  c h a n g e d  c o n s i d e r a b l y  a s  th e
e n t r a n c e  w i d t h  i n c r e a s e s :  z e r o  f o r  t h e  c a s e  o f  a  c l o s e d  b a s i n ,
A / A max = - 0 . 1 2 5  f o r  t h e  c a s e  o f  a  10°  o p e n i n g ,  a n d  A / A max = - 0 . 4 4   
f o r  t h e  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n i n g .  A s  m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  t h e  w a v e  
a m p l i t u d e s  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a l s o  c h a n g e  w i t h  c h a n g e s  i n  t h e  s i z e  
o f  t h e  o p e n in g :  f o r  t h e  c a s e  o f  a  c l o s e d  b a s i n  ( F ig .  6 . 1 8  c) a  m a x i m u m  
w a v e  a m p l i t u d e  ( a n t i n o d e )  e x i s t s  a t  t h e  b o u n d a r y  a t  θ = 0 ° ;  h o w e v e r ,  
f o r  t h e  c a s e  of a  10°  o p e n i n g  o r  a  6 0 °  o p e n i n g  a n  a n t i n o d e  d o e s  n o t  
e x i s t  a t  t h e  e n t r a n c e .  I t  s h o u ld  b e  n o t e d  t h a t  a s  t h e  w a v e  p a r a m e t e r  
k a  i n c r e a s e s ,  t h e  r a t i o  o f  t h e  h a r b o r  r a d i u s  to  t h e  w a v e  l e n g t h  a / L
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a l s o  i n c r e a s e s ;  t h u s ,  i t  i s  e x p e c t e d  t h a t  t h e  e f f e c t  o f  t h e  s i z e  o f  t h e  
e n t r a n c e  o n  t h e  r e s o n a n t  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  b e c o m e s  m o r e  s i g n i f i c a n t  
w i t h  i n c r e a s i n g  k a .
A  c o n t o u r  d r a w i n g  a n d  tw o  p h o t o g r a p h s  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g .
6 . 2 5  f o r  t h e  h a r b o r  w i t h  a  1 0 °  o p e n i n g .  T h i s  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  
(k a  = 3 . 8 7 )  i s  t e r m e d  M o d e  N o . 4  a n d  c o r r e s p o n d s  to  t h e  f o u r t h  m a x i ­
m u m  i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  s h o w n  i n  F i g s .  6 . 4  a n d  6 . 5 .  F r o m  t h e  
c o n t o u r  d r a w i n g  i t  i s  s e e n  t h a t  t h e  m a x i m u m  w a v e  a m p l i t u d e  i s  a t  t h e  
c e n t e r  o f  t h e  h a r b o r  a n d  t h e  n o d a l  l i n e  i s  a  c l o s e d  c u r v e .  T h e  w a t e r  
s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t  s h o w n  b y  t h e  u p p e r  p h o t o g r a p h  o f  F i g .  6 . 2 5  i s  
i n  o p p o s i t e  p h a s e  to  w h a t  i s  s h o w n  i n  t h e  c o n t o u r  d r a w i n g ,  h o w e v e r  
t h e  p h o t o g r a p h  a t  t h e  b o t t o m  o f  F i g .  6 . 2 5  i s  a p p r o x i m a t e l y  i n  t h e  s a m e  
p h a s e  a s  t h e  d r a w i n g .  A l th o u g h  f r o m  t h e  p h o t o g r a p h s  i t  i s  d i f f i c u l t  
to  s e e  t h e  v a r i a t i o n  o f  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  i n t e r i o r  o f  t h e  h a r b o r ,  
t h e  v a r i a t i o n  a r o u n d  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r  c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  
d a r k  s t r i p e  i n  t h e  u p p e r  p h o t o g r a p h .  T h e  v a r i a t i o n  i n  t h e  t h i c k n e s s  
o f  t h e  d a r k  s t r i p e  a p p e a r s  to  c o r r e s p o n d  to  t h e  a m p l i t u d e  v a r i a t i o n  
s h o w n  i n  t h e  c o n t o u r  d r a w i n g .  T h e  s h a d o w s  o n  t h e  b o t t o m  a r e  n e a r l y  
c i r c u l a r  i n  t h e  r e g i o n  n e a r  t h e  c e n t e r  o f  t h e  h a r b o r ,  q u i t e  d i f f e r e n t  
f r o m  t h e  s h a d o w s  s h o w n  f o r  M o d e  N o . 2 ( F i g s .  6 . 2 1  a n d  6 . 2 2 )  a n d  
M o d e  N o . 3 ( F i g s .  6 . 2 3  a n d  6 . 2 4 ) .
A c o n t o u r  d r a w i n g  w i t h  tw o  p h o t o g r a p h s  f o r  a  s i m i l a r  m o d e  o f  
o s c i l l a t i o n  f o r  t h e  c a s e  o f  6 0 °  o p e n i n g  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 2 6 .  T h i s  
m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  o c c u r s  a t  a  v a l u e  o f  k a  = 3 . 9 6  w h i c h  i s  c o r r e s -
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F i g .  6 . 2 5  C o n to u r  d r a w i n g  a n d  p h o t o g r a p h s  s h o w in g  t h e  w a t e r  s u r f a c e  f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  
a  10° o p e n in g ,  M o d e  N o . 4 ,  k a  = 3 .87
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F i g .  6 . 2 6  C o n t o u r  d r a w i n g  a n d  p h o t o g r a p h s  s h o w in g  t h e  w a t e r  s u r f a c e  f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  
a  6 0 °  o p e n i n g ,  M o d e  N o . 4 , k a  = 3.96
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p o n d in g  to  t h e  f o u r t h  p e a k  i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  s h o w n  i n  F i g .  6 . 7 .
I t  i s  s e e n  f r o m  t h e  c o n t o u r  d r a w i n g  t h a t  t h e  m a x i m u m  w a v e  a m p l i t u d e  
i s  a g a i n  l o c a t e d  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  h a r b o r .  T h e  n o d a l  l i n e  i s  no 
l o n g e r  a  c l o s e d  c u r v e  a s  f o r  t h e  c a s e  o f  a  10°  o p e n in g  b u t  i n  t h i s  c a s e  
i t  i n t e r e s e c t s  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r .  A s  i n  F i g .  6 . 2 5 ,  t h e  u p p e r  
a n d  l o w e r  p h o t o g r a p h s  in  F i g .  6 . 2 6  a r e  a p p r o x i m a t e l y  1 8 0 °  o u t  o f  
p h a s e .  T h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  w a t e r  s u r f a c e  e l e v a t i o n  a r o u n d  t h e  
b o u n d a r y  a g a i n  c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  d a r k  s t r i p e  i n  t h e  u p p e r  p h o t o ­
g r a p h ;  i t  s h o w s  a  v a r i a t i o n  a l o n g  t h e  b o u n d a r y  s i m i l a r  to  t h a t  s h o w n  
i n  t h e  c o n t o u r  d r a w i n g ,  b u t  w i t h  o p p o s i t e  p h a s e .
I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  c o m p a r e  t h e  c o n t o u r  d r a w i n g s  o f  F i g s .  6 . 2 5  
a n d  6 . 2 6  a n d  6 . 1 8  a : f o r  t h e  c a s e  o f  c l o s e d  b a s i n  t h e  c o n t o u r  l i n e s  a r e  
a  s e r i e s  o f  c o n c e n t r i c  c i r c l e s  a n d  t h e  n o d a l  l i n e  i s  r e p r e s e n t e d  b y  a  
n o d a l  c i r c l e  ( F i g .  6 . 1 8  a ) ;  h o w e v e r ,  f o r  t h e  c a s e  o f  a  10°  o p e n in g  
( F ig .  6 . 2 5 )  t h e  c o n t o u r  l i n e s  a r e  no  l o n g e r  r e p r e s e n t e d  b y  a  s e r i e s  
o f  c i r c l e s ,  a l t h o u g h  i n  t h e  r e g i o n  n e a r  t h e  c e n t e r  o f  t h e  h a r b o r  t h e y  
a r e  i n  f a c t  c l o s e  to  c i r c u l a r .  A s  t h e  h a r b o r  o p e n in g  i n c r e a s e s  to  
6 0 °  ( F ig .  6 . 2 6 )  a  s i g n i f i c a n t  c h a n g e  i n  t h e  c o n t o u r  l i n e s  c a n  b e  
o b s e r v e d :  t h e  n o d a l  l i n e  i s  no  l o n g e r  a  c o n t i n u o u s  c l o s e d  l i n e  a s  in  
t h e  c a s e  o f  a  10°  o p e n i n g ,  o r  a  c i r c l e  a s  i n  F i g .  6 . 1 8  a; i n s t e a d  i t  
i n t e r s e c t s  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r ,  a n d  e v e n  c o n t o u r s  n e a r  t h e  
c e n t e r  o f  t h e  h a r b o r  a r e  n o  l o n g e r  c i r c u l a r  i n  f o r m .  H o w e v e r ,  t h e  
c e n t e r  o f  t h e  h a r b o r  s t i l l  r e m a i n s t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  m a x i m u m  w a v e  
a m p l i t u d e .
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T h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  s u b s e c t i o n  s h o w e d  t h e  w a v e  
a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  f o r  f o u r  m o d e s  o f  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n  i n  t h e  
r a n g e  o f  k a  i n v e s t i g a t e d  f o r  b o t h  t h e  c a s e s  o f  a  1 0 °  a n d  a  6 0 °  o p e n in g .  
E x c e p t  f o r  M o d e  N o . 1 ( th e  " p u m p i n g  m o d e " )  w h i c h  d o e s  n o t  e x i s t  i n  
a  c o m p l e t e l y  c l o s e d  c i r c u l a r  b a s i n ,  e a c h  m o d e  c o r r e s p o n d s  to  a  f r e e  
m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  i n  t h e  c l o s e d  b a s i n .  T h e  r e s u l t s  i n  t h i s  s u b s e c t i o n  
c a n  b e  s u m m a r i z e d  a s :
(1) T h e  c o r r e s p o n d i n g  m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  f o r  t h e  c a s e  o f  a  
10°  o p e n i n g  a n d  a  6 0 °  o p e n i n g  a r e  b a s i c a l l y  s i m i l a r ,  
h o w e v e r ,  t h e  d e t a i l e d  s h a p e  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  i s  d i f f e r e n t .
(2) T h e  v a l u e  o f  k a  a t  w h i c h  a  p a r t i c u l a r  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  
o c c u r s  i n  t h e  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n i n g  i s  l a r g e r  t h a n  t h e  
v a l u e  o f  k a  f o r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  m o d e  f o r  t h e  c a s e  o f  a  10°  
o p e n i n g  w h i c h  i t s e l f  i s  l a r g e r  t h a n  t h e  v a l u e  o f  k a  f o r  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  m o d e  i n  a  c l o s e d  b a s i n .  H e n c e  t h e  t e n d e n c y  
i s  f o r  t h e  w a v e  n u m b e r  p a r a m e t e r  (ka)  a t  r e s o n a n c e  to  
a p p r o a c h  t h e  v a l u e  f o r  a  c l o s e d  b a s i n  a s  t h e  e n t r a n c e  w i d t h  
d e c r e a s e s .
(3) N o a n t i n o d e  e x i s t s  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a l t h o u g h  a n  a n t i ­
n o d e  m i g h t  o c c u r  a t  t h a t  p o s i t i o n  i n  a  c l o s e d  c i r c u l a r  b a s i n .
(4) T h e  e f f e c t  o f  t h e  w i d t h  o f  h a r b o r  e n t r a n c e  o n  t h e  s h a p e  o f  
w a t e r  s u r f a c e  e l e v a t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r  i s  m o r e  p r o n o u n c e d  
f o r  t h o s e  m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  a t  h i g h e r  f r e q u e n c i e s ,
i . e .  l a r g e r  v a l u e s  o f  k a .
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6 . 2 . 5  T o t a l  V e l o c i t y  a t  t h e  E n t r a n c e  o f  t h e  C i r c u l a r  H a r b o r  
6 . 2 . 5 . 1  I n t r o d u c t i o n
In  S u b s e c t i o n  3 . 2 . 4  t h e  m e t h o d  f o r  a n a l y t i c a l l y  e v a l u a t i n g  
t h e  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  w a s  d i s c u s s e d .  T h e  v e l o c i t y  a t  t h e  
h a r b o r  e n t r a n c e  i s  o f  i n t e r e s t  b e c a u s e  i t  i s  d i r e c t l y  r e l a t e d  to  t h e  
k i n e t i c  e n e r g y  t r a n s m i t t e d  i n to  t h e  h a r b o r .  F o r  t h e  p r e s e n t  s tu d y ,  t h e
v a l u e  of t h e  w a v e  f u n c t i o n ,  f 2 , i t s  n o r m a l  d e r i v a t i v e , a s  w e l l  a s
t h e  d e r i v a t i v e e v a l u a t e d  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a r e  d e t e r m i n e d  
d u r i n g  t h e  p r o c e s s  o f  c o m p u t i n g  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  
o f  t h e  w a v e  n u m b e r  p a r a m e t e r ,  k a .  H e n c e ,  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e  o f  
t h e  t o t a l  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  c a n  b e  o b t a i n e d  r e a d i l y  f r o m  
E q .  3 . 4 1 .
A s  m e n t i o n e d  i n  S e c t i o n  5 . 5 ,  t h e  v e l o c i t y  w a s  m e a s u r e d  a t  t h e  
e n t r a n c e  o f  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r s  (wi t h  a  10° o p e n i n g  a n d  a  6 0 °  o p e n in g )  
u s i n g  a  h o t - f i l m  a n e m o m e t e r  w i t h  a  l i n e a r i z i n g  c i r c u i t .  In  s t e a d y  f lo w ,  
e i t h e r  i n  a i r  o r  i n  w a t e r ,  t h e  o u t p u t  f r o m  a  h o t - f i l m  a n e m o m e t e r  g e n e r ­
a l l y  h a s  b e e n  fo u n d  to  f o l l o w  K i n g ' s  L a w  (E q .  5 . 2 ) .  T h u s ,  a f t e r  e m ­
p l o y in g  t h e  l i n e a r i z a t i o n  p r o c e d u r e  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  5 . 5  t h e  v o l t a g e  
i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  v e l o c i t y  a s  r e p o r t e d  b y  T o w n e s  (1 9 6 5 ) ,  
R a i c h l e n  (1 9 6 7 )  a n d  L e e  (1 9 6 7 ) .  H o w e v e r ,  a t  t h e  t i m e  o f  t h e  p r e s e n t  
e x p e r i m e n t s  t h e  u s e  o f  h o t - f i l m  a n e m o m e t e r s  i n  o s c i l l a t o r y  f lo w s  h a d  
n o t  b e e n  r e p o r t e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e .  C o n s i d e r i n g  t h e  r e l a t i o n  o f  t h e s e  
v e l o c i t y  m e a s u r e m e n t s  t o  t h e  m a j o r  o b j e c t i v e s  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  
p r o g r a m ,  a  b a s i c  a s s u m p t i o n  w a s  m a d e  i n  r e d u c i n g  t h e s e  e x p e r i m e n t a l
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d a t a :  K i n g ' s  L a w  w a s  a s s u m e d  to  a p p ly  e q u a l l y  w e l l  f o r  o s c i l l a t o r y  
f l o w s ;  t h u s ,  a f t e r  u s i n g  t h e  l i n e a r i z e r  t h e  o u t p u t  s i g n a l  w a s  a s s u m e d  
to  b e  l i n e a r l y  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  f l u i d  v e l o c i t y .  T h e r e f o r e ,  t h e  r a t i o  
o f  tw o  o u t p u t  v o l t a g e s  f r o m  t h e  l i n e a r i z e r  w a s  c o n s i d e r e d  to  b e  e q u a l  
to  t h e  r a t i o  o f  t h e  tw o  c o r r e s p o n d i n g  v e l o c i t i e s .
R e c e n t l y ,  D a s  (1 9 6 8 )  u s e d  a  s i n g l e  h o t - f i l m  s e n s o r  in  w a t e r  to  
m e a s u r e  t u r b u l e n c e  i n  a n  o s c i l l a t o r y  f lo w .  T h e  r e s u l t s  s h o w e d  t h a t  
w i t h  o n e  o f  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r s  w h i c h  w a s  u s e d , t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  
t h e  v o l t a g e  o u t p u t  a n d  t h e  f l u i d  v e l o c i t y  w a s :  E 2 ~  V ° . 2 5  ( w h e r e i n  E  
i s  t h e  h o t - f i l m  a n e m o m e t e r  o u t p u t  v o l t a g e  a n d  V i s  t h e  r e s u l t a n t  f lu i d  
v e l o c i t y  i n  a  d i r e c t i o n  p e r p e n d i c u l a r  to  t h e  a x i s  o f  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r ) ,  
w h i l e  a n o t h e r  s e n s o r  b e h a v e d  a s :  E 2 ~  V° . 4 5 . T h e  l a t t e r  r e l a t i o n  
i s  c l o s e  to  K i n g ' s  L a w  ( E 2 ~  V°. 5) w h e r e a s  t h e  f o r m e r  i s  q u i t e  
d i f f e r e n t .
A  t y p i c a l  o u t p u t  f r o m  t h e  l i n e a r i z i n g  c i r c u i t s  a s  r e c o r d e d  o n  t h e  
S a n b o r n  r e c o r d e r  ( d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  5 . 4 )  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 2 7  
( C o l u m n  C ).  T h i s  v e l o c i t y  m e a s u r e m e n t  w a s  m a d e  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  
e n t r a n c e  o f  t h e  h a r b o r  w i t h  a  10°  o p e n in g  w i t h  a  w a v e  p e r i o d  o f  0 . 6 8 4  
s e c .  T h e  r e c o r d  c o r r e s p o n d s  to  t h e  v e l o c i t y  a t  t h r e e  d e p t h w i s e  
l o c a t i o n s :  z = - 0 . 1 0  f t ,  - 0 . 1 5  f t ,  a n d  - 0 . 2 5  f t .  A s  e x p e c t e d ,  t h e  
v e l o c i t y  d e c r e a s e s  a s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r  a n d  
t h e  w a t e r  s u r f a c e  i n c r e a s e s .  I n  F i g .  6 . 2 7  a l s o  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  
i s  s h o w n  a t  tw o  p o s i t i o n s  i n s i d e  t h e  h a r b o r ,  i . e .  r  = 0 . 2  f t ,  θ = 35° , 
a n d  r  = 0 . 7  f t ,  θ = 2 1 5 ° .  I t  i s  s e e n  t h a t  t h e  w a v e s  i n  t h e s e  tw o
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F i g .  6 . 2 7  T y p i c a l  r e c o r d  o f  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a n d  o f  t h e  
v e l o c i t y  a f t e r  u s i n g  t h e  l i n e a r i z i n g  c i r c u i t
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p o s i t i o n s  a r e  1 8 0 °  o u t  o f  p h a s e  ( th i s  w a s  a l s o  s h o w n  i n  t h e  c o n t o u r  
d r a w i n g  o f  F i g .  6 . 2 1  e v a l u a t e d  f o r  t h e  s a m e  w a v e  n u m b e r ) .  F r o m  F i g .  
6 . 2 7 ,  i t  i s  s e e n  t h a t  w i t h i n  o n e  w a v e  p e r i o d ,  t h e  v e l o c i t y  r e a c h e s  i t s  
m a x i m u m  v a l u e  t w i c e ,  s i n c e  i n  a  p e r i o d i c a l l y  o s c i l l a t i n g  f lo w  t h e  
h o t - f i l m  s e n s o r  c a n n o t  d i f f e r e n t i a t e  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y .
In  d e t e r m i n g  t h e  v e l o c i t y  f r o m  s u c h  r e c o r d s  t h e  p e a k  v a l u e  o f  t h e  
o u t p u t  s i g n a l  f r o m  t h e  l i n e a r i z i n g  c i r c u i t  a s  r e c o r d e d  w a s  a v e r a g e d .  
T h i s  a v e r a g e  v a l u e ,  u s i n g  t h e  n o t a t i o n  o f  S e c t i o n  5 . 5 ,  i s  d e n o t e d  a s  S2. 
I f  t h i s  v a l u e ,  S2, i s  t r u l y  l i n e a r l y  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  f lu i d  v e l o c i t y ,  
t h e n  f r o m  E q .  5 .5  i t  i s  e q u a l  to  α v V. T h e r e f o r e ,  a s s u m i n g  t h i s  
p r o p o r t i o n a l i t y  to  b e  t r u e ,  t h e  r e l a t i v e  v e l o c i t y  a t  a n y  tw o  p o s i t i o n s  
c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  r a t i o  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e s  o f  S2 w i t h ­
o u t  p r i o r  e v a l u a t i o n  o f  αv f r o m  c a l i b r a t i o n .  ( T h i s  a s s u m p t i o n  w a s  
u s e d  to  d e t e r m i n e  t h e  r e l a t i v e  v e l o c i t i e s  t h a t  w i l l  b e  p r e s e n t e d  i n  t h e  
f o l l o w i n g  s u b s e c t i o n s  e v e n  t h o u g h  t h e r e  i s  s o m e  c o n f l i c t  w i t h  t h e  
r e s u l t s  o f  D a s ,  1 9 6 8 . )
6 . 2 . 5 . 2  V e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  i n  a  d e p t h w i s e  d i r e c t i o n
T h e  v e r t i c a l  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  a t  t h e  e n t r a n c e  
o f  t h e  h a r b o r  w i t h  a  10°  o p e n i n g ,  a v e r a g e d  a c r o s s  t h e  e n t r a n c e ,  i s  p r e ­
s e n t e d  i n  F i g .  6 . 2 8  f o r  t h r e e  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  t h e  w a v e  n u m b e r  
p a r a m e t e r ,  k a ,  ( t h r e e  w a v e  p e r i o d s ) :  k a  = 0 . 4 8 2 ,  1 .9 8 8 ,  3 . 9 2 2 .  T h e  
o r d i n a t e  o f  F i g .  6 . 2 8  i s  t h e  r e l a t i v e  d e p t h w i s e  p o s i t i o n ,  z / h ,  ( w h e r e  
z / h  = 0 r e f e r s  to  t h e  s t i l l  w a t e r  s u r f a c e )  a n d  t h e  a b s c i s s a  i s  t h e  
r e l a t i v e  v e l o c i t y  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  v e l o c i t y  m e a s u r e d
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F i g .  6 . 2 8  V e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  i n  a  d e p t h w i s e  d i r e c t i o n  a t  t h e  e n t r a n c e  o f  t h e  c i r c u l a r  
h a r b o r  w i t h  a  10°  o p e n in g
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n e a r e s t  t h e  w a t e r  s u r f a c e  ( z / d  = - 0 . 0 3 ) .  T h e  t h e o r e t i c a l  v e l o c i t y  
d i s t r i b u t i o n  w a s  c a l c u l a t e d  u s i n g  E q .  3 . 4 2  ( s i n c e  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r  
i s  p r i m a r i l y  s e n s i t i v e  to  t h e  v  a n d  w  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s ) ;  t h e  v a l u e  
o f  f 2 a n d a t  t h e  e n t r a n c e  w e r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  
h a r b o r  t h e o r y .  In  t h e s e  e x p e r i m e n t s ,  m e a s u r e m e n t s  o f  v e l o c i t y  w e r e  
m a d e  a t  f i v e  l a t e r a l  l o c a t i o n s  a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  e a c h  
v e r t i c a l  p o s i t i o n  ( z / h )  a n d  e a c h  e x p e r i m e n t a l  p o i n t  s h o w n  i n  F i g .  6 . 2 8  
i s  t h e r e f o r e  t h e  a v e r a g e  o f  t h e  r e s u l t s  a t  t h e s e  l a t e r a l  l o c a t i o n s .
( T h e  l o c a t i o n s  w i l l  b e  d e s c r i b e d  f u l l y  i n  S u b s e c t i o n  6 . 2 . 5 . 3 . )
A c c o r d i n g  to  t h e  c o n v e n t i o n a l  m e t h o d  o f  c l a s s i f y i n g  w a t e r  w a v e s ,  
t h e  d i s t r i b u t i o n  c u r v e  f o r  k a  = 0 . 4 8 2  i n  F i g .  6 . 2 8  i s  s i m i l a r  to  t h e  
t y p i c a l  v e r t i c a l  d i s t r i b u t i o n  o f  f lu i d  p a r t i c l e  v e l o c i t i e s  f o r  s h a l l o w  
w a t e r  w a v e s .  ( F o r  t h e  p r e s e n t  e x p e r i m e n t s ,  a s  m e n t i o n e d  i n  S u b ­
s e c t i o n  6 . 2 . 2 ,  s h a l l o w  w a t e r  w a v e s  o c c u r  i n  t h e  r e g i o n  0 < k a  < 0 . 2 3 6 ,  
i n t e r m e d i a t e  w a v e s  i n  t h e  r e g i o n  0 . 2 3 6  < k a  < 2 . 3 6 ,  a n d  d e e p  w a t e r  
w a v e s  i n  t h e  r e g i o n  k a  > 2 . 3 6 . )  T h e  d i s t r i b u t i o n  c u r v e  f o r  k a  = 1 .9 8 8  
b e l o n g s  to  i n t e r m e d i a t e  w a v e  c a t e g o r y  a n d  t h e  c u r v e  f o r  k a  = 3 . 9 2 2  
c o r r e s p o n d s  to  d e e p  w a t e r  w a v e s  i n  w h i c h  t h e  v e l o c i t y  d e c r e a s e s  
r a p i d l y  a s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  w a t e r  s u r f a c e  i n c r e a s e s .  I t  i s  s e e n  
t h a t  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  k a  = 0 . 4 8 2  ( w a v e  p e r i o d  T = 1 .8 3 8  s e c )  
a n d  k a  = 1 .9 8 8  (T  = 0 . 6 8 5  s e c )  a g r e e  w e l l  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e s ;  
h o w e v e r ,  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  k a  = 3 . 9 2 2  (T  = 0. 485  s e c )  d i f f e r  
c o n s i d e r a b l y  f r o m  t h e o r y .  T h i s  m a y  i n d i c a t e  t h a t  t h e  a s s u m p t i o n  o f  
l i n e a r i t y  b e t w e e n  t h e  f lu i d  v e l o c i t y  a n d  t h e  o u t p u t  v o l t a g e  f r o m  t h e
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l i n e a r i z e r  i s  r e a s o n a b l e  f o r  k a  = 0 . 4 8 2  a n d  1 .9 8 8  b u t  n o t  f o r  k a  = 3 . 9 2 2 ,  
w h e r e  t h e  w a v e  f r e q u e n c y  i s  l a r g e r .  In  t h e  f o l l o w i n g ,  s o m e  o f  t h e  
w e a k n e s s  i n  t h e  e x p e r i m e n t a l  p r o c e d u r e  a n d  t h e  m e t h o d  o f  d a t a  
r e d u c t i o n  w i l l  b e  d i s c u s s e d .
F r o m  E q .  3 . 4 2 ,  i t  i s  s e e n  t h a t  t h e  t o t a l  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e  i s  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  i n c i d e n t  w a v e  a m p l i t u d e  A i , a n d  
i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  w a v e  f r e q u e n c y  σ. In  t h e  e x p e r i m e n t s ,  
f o r  t h e  s a m e  s t r o k e  o f  t h e  w a v e  m a c h i n e ,  t h e  s t a n d i n g  w a v e  a m p l i t u d e  
a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  (w i th  t h e  e n t r a n c e  c l o s e d )  f o r  k a  = 3 . 9 2 2  w a s  
a p p r o x i m a t e l y  o n e - h a l f  o f  t h a t  f o r  k a  = 1 .9 8 8  b e c a u s e  t h e  w a v e  f i l t e r  
i s  m o r e  e f f i c i e n t  a t  h i g h e r  f r e q u e n c i e s ;  w i t h o u t  t h e  f i l t e r  w a v e m a k e r  
t h e o r y  i m p l i e s  t h e  r e v e r s e .  T h e r e f o r e ,  e x p e r i m e n t a l l y  t h e  v e l o c i t y  
a t  t h e  e n t r a n c e  f o r  k a  = 3 . 9 2 2  w a s  s m a l l  c o m p a r e d  to  t h e  v e l o c i t y  f o r  
k a  =  1 .9 8 8 .  S p e c i f i c a l l y  f o r  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r  p l a c e d  a t  t h e  c e n t e r  
o f  t h e  e n t r a n c e  a t  t h e  p o s i t i o n  z / h  = - 0 . 0 3 ,  f o r  k a  = 1 .9 8 8  (T  = 0 . 6 8 5  
s e c )  t h e  o u t p u t  v o l t a g e  f r o m  t h e  l i n e a r i z e r  w a s  2 8 . 5  v o l t s ;  h o w e v e r ,  
f o r  k a  = 3 . 9 2 2  (T  = 0 . 4 8 5  s e c ) ,  t h e  o u t p u t  v o l t a g e  w a s  o n ly  2 . 66 v o l t s ,  
a t  t h i s  l o c a t i o n .  A s  t h e  s e n s o r  w a s  m o v e d  to  t h e  p o s i t i o n  z / h  = - 0 . 2 5  
t h e  r e c o r d e d  o u t p u t  v o l t a g e  w a s  l e s s  t h a n  0 . 3  v o l t s  f o r  k a  = 3 . 9 2 2 .  I t  
i s  f e l t  t h a t  t h e  d i s a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  e x p e r i m e n t a l  a n d  t h e o r e t i c a l  
r e s u l t s  f o r  k a  = 3 . 9 2 2  a s  s h o w n  i n  F i g .  6 . 2 8  c o u ld  b e  d u e  to  e x p e r i  - 
m e n t a l  e r r o r  i n  m e a s u r i n g  t h e  s m a l l  v o l t a g e  o r  v e l o c i t y .
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6 . 2. 5. 3 V e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a c r o s s  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e
T h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a c r o s s  t h e  e n t r a n c e  o f  t h e  
c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  10°  o p e n i n g  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 2 9  f o r  
k a  = 0 . 4 8 2 ,  1 . 9 8 8 ,  a n d  3 . 9 2 2 .  T h e  a b s c i s s a  i s  t h e  r e l a t i v e  l a t e r a l
p o s i t i o n , ( w h e r e  d i s  t h e  w i d t h  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ;
r e f e r s  to  t h e  c e n t e r  o f  t h e  e n t r a n c e , a n d r e f e r s  to  t h e
l a t e r a l  l i m i t s  o f  t h e  e n t r a n c e ) .  T h e  u p p e r  p o r t i o n  o f  F i g .  6 . 2 9  s h o w s  
t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  a v e r a g e  
v e l o c i t y  a c r o s s  t h e  e n t r a n c e  w h i l e  i n  l o w e r  p o r t i o n  o f  t h e  f i g u r e  t h e  
v e l o c i t i e s  a r e  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  v e l o c i t y  a t  t h e  c e n t e r .  
T h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e s  s h o w n  a r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  
h a r b o r  t h e o r y  (E q .  3 . 4 2 ) ,  w h e r e  t h e  e n t r a n c e  w a s  d i v i d e d  i n to  f i v e  
e q u a l  s e g m e n t s  w i t h  e a c h  s e g m e n t  h a v i n g  a  c e n t r a l  a n g l e  o f  2 a n d  
t h e  b o u n d a r y  w a s  d i v i d e d  i n t o  35 e q u a l  s e g m e n t s .  T h e  w a v e  f u n c t i o n
f 2 a n d  i t s  n o r m a l  d e r i v a t i v e a t  t h e  m i d - p o i n t  o f  e a c h  s e g m e n t  a t
t h e  e n t r a n c e  w e r e  o b t a i n e d  b y  t h e  m a t c h i n g  p r o c e d u r e  ( S u b s e c t i o n
3 . 2 . 3 ) .  W i th  t h e s e  v a l u e s  o f  f 2 a n d t h e  v e l o c i t y  V o a t  t h e  m i d ­
p o i n t  o f  e a c h  e n t r a n c e  s e g m e n t  w a s  c a l c u l a t e d  f r o m  E q .  3 . 4 2  f o r  a  
p a r t i c u l a r  v e r t i c a l  p o s i t i o n  z .  T h e  a v e r a g e  v e l o c i t y  a c r o s s  t h e
e n t r a n c e ,  d e n o t e d  a s w a s  o b t a i n e d  b y  c o m p u t i n g  t h e  a r i t h ­
m e t i c  a v e r a g e  o f  t h e  v e l o c i t i e s  Vo a t  a  p a r t i c u l a r  e l e v a t i o n  f o r  t h e  
f i v e  s e g m e n t s .  I n  F i g .  6 . 2 9  t h e  n o r m a l i z e d  t h e o r e t i c a l  v e l o c i t i e s  so  
c o m p u t e d  a r e  d e n o t e d  b y  " p l u s  s i g n s "  a n d  a  s o l i d  l i n e  f i t t e d  t h r o u g h
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F i g .  6 . 2 9  V e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a c r o s s  t h e  e n t r a n c e  o f  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  10° 
o p e n in g
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t h e s e  v a l u e s  i s  d r a w n  f o r  r e f e r e n c e .  F o r  a  s p e c i f i c  v a l u e  o f  k a ,  t h e  
v e l o c i t y  Vo i s  a  f u n c t i o n  o f  v e r t i c a l  p o s i t i o n  z ( s e e  E q .  3 . 4 2 ) ;  h o w e v e r ,  
i n  t h e  r a n g e  0 > z / h  > - 0 . 1 5  c o r r e s p o n d i n g  to  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a
s h o w n ,  t h e  r e l a t i v e  v e l o c i t y a t  t h e  e n t r a n c e  i s  e s s e n t i a l l y
i n d e p e n d e n t  o f  z .  T h e r e f o r e ,  i n  F i g .  6 . 2 9  o n l y  o n e  t h e o r e t i c a l  c u r v e  
i s  p r e s e n t e d  f o r  e a c h  v a l u e  o f  k a .
E x p e r i m e n t a l  m e a s u r e m e n t s  w e r e  c o n d u c t e d  b y  p l a c i n g  t h e  h o t -  
f i l m  s e n s o r  p a r a l l e l  t o  " th e  c o a s t l i n e "  a n d  t h e  b o t t o m  a t  f i v e  l a t e r a l
p o s i t i o n s : I n  t h e  u p p e r  p o r t i o n
o f  F i g .  6 . 2 9 ,  t h e s e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a r e  s h o w n  i n  t e r m s  o f
f o r  e a c h  l a t e r a l  p o s i t i o n  a t : z / h  = - 0 . 0 3 ,  - 0 .  7 , - 0 . 1 0 ,
a n d  - 0 . 1 5 .  C o m p a r i n g  t h e  t h e o r e t i c a l  a n d  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s ,  t h e  
e x p e r i m e n t a l  d a t a  a r e  g e n e r a l l y  l a r g e r  t h a n  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e s ,  
a l t h o u g h  t h e y  q u a l i t a t i v e l y  f o l l o w  t h e  t r e n d  p r e d i c t e d  b y  t h e  t h e o r y ,
i . e .  t h e  v e l o c i t y  i n c r e a s e s  t o w a r d  t h e  tw o  l i m i t s  o f  t h e  e n t r a n c e .  I t  
i s  f e l t  t h a t  i n  p a r t  t h e  r e a s o n  f o r  t h e  d i s a g r e e m e n t  c o u ld  b e  c a u s e d  b y
u n d e r e s t i m a t i n g  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e  o f D u e  to  t h e
r e l a t i v e l y  l a r g e  v a l u e  o f  t h e  r a t i o  o f  t h e  l e n g t h  o f  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r  
to  t h e  w i d t h  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  m e a s u r e m e n t s  c o u ld  n o t  b e  m a d e  
c l o s e  to  t h e  e d g e s  o f  t h e  e n t r a n c e  w h e r e  t h e  v e l o c i t i e s  w e r e  l a r g e .  
T h u s ,  t h e  a v e r a g e  v a l u e  o f  t h e  d a t a  a t  t h e  f i v e  l o c a t i o n s  i s  p r o b a b l y  
s m a l l e r  t h a n  t h e  t r u e  a v e r a g e  v e l o c i t y .  In  o r d e r  to  r e d u c e  t h e  i n f l u ­
e n c e  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l l y  d e t e r m i n e d  a v e r a g e  v e l o c i t y  a n d  t o  m o r e  
p o s i t i v e l y  c o n f i r m  t h e  t h e o r e t i c a l  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a c r o s s  t h e
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e n t r a n c e ,  t h e  s a m e  d a t a  w e r e  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  v e l o c i t y  
a t  t h e  c e n t e r  of t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ,  (V o )c . T h e s e  r e s u l t s  a r e  p r e ­
s e n t e d  i n  t h e  l o w e r  p o r t i o n  o f  F i g .  6 . 2 9  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e s  
s h o w n  f o r  c o m p a r i s o n .  I t  i s  s e e n  t h a t  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  q u a l i ­
t a t i v e l y  a g r e e  w i t h  t h e  t h e o r y ;  t h e  m a j o r  d i s a g r e e m e n t  a g a i n  i s  f o r  t h e  
c a s e  of k a  = 3 . 9 2 2  (T  = 0 . 4 8 5  s e c )  w h e r e  o n e  p o s s i b l e  r e a s o n  f o r  t h i s  
h a s  b e e n  d i s c u s s e d  i n  S u b s e c t i o n  6 . 2 . 5 . 2 .  F r o m  F i g .  6 . 2 9  i t  i s  s e e n  
t h a t  f o r  t h e  c a s e  of a  10° o p e n in g  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n s  f o r  t h e s e  
t h r e e  v a l u e s  o f  k a  a r e  s i m i l a r  i n  t h a t  t h e  v e l o c i t y  i n c r e a s e s  t o w a r d  
t h e  e n t r a n c e  l i m i t s .
S i m i l a r  r e s u l t s  f o r  t h e  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n i n g  a r e  p r e s e n t e d  
i n  F i g .  6 . 3 0  f o r  f o u r  v a l u e s  o f  k a ,  i . e .  k a  = 0 . 6 4 ,  2 . 2 2 ,  3 . 3 0 ,  a n d  
4 . 0 1 .  In  o b t a i n i n g  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e s  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  
t h e o r y  a n d  E q .  3 . 4 2  w e r e  u s e d  a g a i n  w i t h  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  d i v i d e d  
i n to  s i x  e q u a l  s e g m e n t s  ( e a c h  s e g m e n t  h a v i n g  a  1 0 °  c e n t r a l  a n g le )  a n d  
t h e  b o u n d a r y  d i v i d e d  i n to  30 e q u a l  s e g m e n t s .  A s  b e f o r e ,  i n  F i g .  6 . 3 0  
f o r  e a c h  v a lu e  o f  k a  p r e s e n t e d ,  a  c u r v e  i s  d r a w n  t h r o u g h  t h e  t h e o r e t i ­
c a l l y  c o m p u t e d  v a l u e s  of V o / ( V o )a v e  w h i c h  h a v e  b e e n  p l o t t e d  a t  t h e  
m i d - p o i n t  o f  e a c h  s e g m e n t .  T h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e  f o r  k a  = 0 . 6 4  c a n  
b e  c o n s i d e r e d  a s  r e p r e s e n t i n g  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  c o r r e s p o n d i n g  
to  M o d e  N o . 1 ( t h e  " p u m p i n g  m o d e " ) .  ( F o r  a  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s h a p e  
o f  t h i s  r e s o n a n t  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  t h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  to  S u b ­
s e c t i o n  6 . 2 . 4 . ) .  T h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  f o r  M o d e  N o . 2 ( th e
" s l o s h i n g  m o d e " )  i s  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  c u r v e  f o r  k a  = 2 .2 2 ,  w h i l e
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F i g .  6 . 3 0  V e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a c r o s s  t h e  e n t r a n c e  o f  t h e  
c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n in g
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M o d e s  N o. 3 a n d  N o . 4  c o r r e s p o n d  to  k a  = 3 . 3 0  a n d  4 . 0 1  r e s p e c t i v e l y .  
I t  i s  i n t e r e s t i n g  to  n o t e  t h a t  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  f o r  t h e  t h i r d  m o d e  
(k a  = 3 . 3 0 )  i s  s t r i k i n g l y  d i f f e r e n t  i n  a p p e a r a n c e  t h a n  t h o s e  o f  th e  o t h e r  
t h r e e .
F o r  t h e  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n i n g ,  t h e  l e n g t h  o f  t h e  h o t - f i l m  
s e n s o r  i s  m u c h  s m a l l e r  c o m p a r e d  w i t h  t h e  w i d t h  o f  t h e  e n t r a n c e  t h a n  
f o r  t h e  10° c a s e  j u s t  d i s c u s s e d ;  h e n c e ,  m e a s u r e m e n t s  c o u ld  b e  m a d e  
r e l a t i v e l y  c l o s e r  to  t h e  e n t r a n c e  l i m i t s .  T h e r e f o r e ,  i t  i s  f e l t  t h a t  t h e  
e x p e r i m e n t a l l y  d e t e r m i n e d  a v e r a g e  a c r o s s  t h e  e n t r a n c e ,  (V o )a v e , 
i s  r e a s o n a b l y  g o o d ,  a n d  t h e  r e s u l t s  a r e  o n l y  n o r m a l i z e d  w i t h  
r e s p e c t  to  t h e  a v e r a g e  v e l o c i t y  i n  c o m p a r i n g  e x p e r i m e n t s  to  t h e o r y .  
E x p e r i m e n t a l  d a t a  a t  tw o  v e r t i c a l  p o s i t i o n s :  z / h  = - 0 . 0 5  a n d  - 0 . 1 5  
a r e  s h o w n  i n  F i g .  6 . 3 0 .  C o n s i d e r i n g  t h e  a s s u m p t i o n s  m a d e  i n  t h e  
d a t a  r e d u c t i o n  p r o c e d u r e  i t  i s  s o m e w h a t  s u r p r i z i n g  t h a t  t h e  e x p e r i ­
m e n t a l  d a t a  a g r e e  a s  w e l l  w i t h  t h e  t h e o r y  a s  t h e y  d o .  T h e  m a j o r  
d i s a g r e e m e n t  b e t w e e n  e x p e r i m e n t s  a n d  t h e o r y  a g a i n  i s  a t  t h e  l a r g e s t  
v a l u e  o f  k a ,  i . e .  k a  = 4 . 0 1 .
6 . 2 . 5 . 4  V e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a s  a  f u n c t i o n  
o f  w a v e  n u m b e r  p a r a m e t e r ,  k a  
I t  i s  p o s s i b l e  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  r e s p o n s e  c u r v e  f o r  a  
p a r t i c u l a r  h a r b o r  t h a t  b e c a u s e  o f  th e  l o c a t i o n  c h o s e n  t h e  a m p l i f i c a t i o n  
f a c t o r  a t  t h a t  p o s i t i o n  i s  s m a l l  f o r  a l l  i n c i d e n t  w a v e  n u m b e r s  w h e r e a s  
a  n e a r b y  l o c a t i o n  h a s  a s s o c i a t e d  w i t h  i t  l a r g e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r s  f o r  
p a r t i c u l a r  w a v e  n u m b e r s .  T h e r e f o r e ,  o n e  r e s p o n s e  c u r v e  a l o n e  m a y
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n o t  a l w a y s  c l e a r l y  i n d i c a t e  a l l  r e s o n a n t  c o n d i t i o n s .  A p a r a m e t e r  
w h i c h  m a y  b e  u s e d  a s  a n  i n d i c a t o r  o f  r e s o n a n c e ,  w h i c h  i s  i n d e p e n d e n t  
o f  l o c a t i o n ,  i s  t h e  t o t a l  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  S i n c e  t h i s  
v e l o c i t y  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  e n e r g y  i n p u t  i n t o  t h e  h a r b o r ,  a  l a r g e r  
v e l o c i t y  a t  t h e  e n t r a n c e  a t  o n e  w a v e  n u m b e r  c o m p a r e d  to  a n o t h e r  w o u ld  
m e a n  a  l a r g e r  k i n e t i c  e n e r g y  i n p u t  a n d  r e s u l t a n t  l a r g e r  p o t e n t i a l  
e n e r g i e s  a n d  h e n c e  w a t e r  s u r f a c e  a m p l i t u d e s  i n s i d e  t h e  h a r b o r  f o r  
t h a t  w a v e  n u m b e r .  T h e r e f o r e ,  a  c u r v e  s h o w i n g  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  
e n t r a n c e  v e l o c i t y  w i t h  t h e  i n c i d e n t  w a v e  n u m b e r  p a r a m e t e r ,  k a ,  m a y  
p r o v e  to  b e  a  u s e f u l  t o o l  to  i n d i c a t e  r e s o n a n c e .  In  t h i s  s u b s e c t i o n  
s u c h  c u r v e s  f o r  t h e  c a s e  o f  a  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  1 0 °  o p e n i n g  a n d  
a  6 0 °  o p e n in g  w i l l  b e  p r e s e n t e d  a n d  d i s c u s s e d .
A s  m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  E q .  3 . 4 1  c a n  b e  u s e d  to  c a l c u l a t e  t h e  
t o t a l  v e l o c i t y  a t  t h e  e n t r a n c e ,  V*o, a n d  i f  b o t h  s i d e s  o f  E q .  3 . 4 1  a r e  
n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  m a x i m u m  h o r i z o n t a l  w a t e r  p a r t i c l e  
v e l o c i t y  f o r  a  s h a l l o w  w a t e r  w a v e ,  o n e  o b t a i n s :
( 6 .7 )
w h e r e i n  A 1 , A 2 , A3, α 1 , α 2 , a n d  α 3 a r e  d e f i n e d  i n  E q .  3 . 4 1 .  In  u s i n g  
E q .  6 . 7  t h e  v a l u e  o f  A 2 a n d  A 3 a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a r e  e a s i l y
o b t a i n e d  s i n c e  f 2 a n d f o r  e a c h  e n t r a n c e  s e g m e n t  a r e  d e t e r m i n e d
f r o m  t h e  m a t c h i n g  p r o c e d u r e .  T h e  v a l u e  o f i n  A 1 i s  a p p r o x i m a t e d
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b y w h e r e i n  Δf 2 r e p r e s e n t s  t h e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  v a l u e  o f  w a v e
f u n c t i o n  f 2 o f  tw o  n e i g h b o r i n g  e n t r a n c e  s e g m e n t s  a n d  Δx  r e p r e s e n t s  t h e  
d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e m .
F i g .  6 . 3 1  s h o w s  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  t o t a l  v e l o c i t y  a t  t h e  e n t r a n c e  
o f  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  10°  o p e n in g  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  w a v e  
n u m b e r  p a r a m e t e r  k a .  T h i s  c u r v e  i s  c a l c u l a t e d  f r o m  E q .  6 . 7  f o r  
z = 0 ( th e  w a t e r  s u r f a c e )  a n d  a s  b e f o r e ,  t h e  w a t e r  d e p t h ,  h ,  i s  1 f t .  T h e
o r d i n a t e  i n  F i g .  6 . 3 1  i s ( w h e r e i n r e p r e s e n t s
t h e  a v e r a g e  t o t a l  v e l o c i t y , a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ) ;  t h e
a b s c i s s a  i s  t h e  w a v e  n u m b e r  p a r a m e t e r  k a .  T h e r e  a r e  f o u r  m a x i m a  
i n  t h e  c u r v e  s h o w n  i n  F i g .  6 . 3 1 ,  t h e  v a l u e  o f  k a  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  
m a x i m u m  i s :  k a  = 0 . 3 5 ,  1 . 9 8 ,  3 . 1 8 ,  a n d  3 . 8 7  a n d  t h e s e  v a l u e s  
c o r r e s p o n d  to  t h o s e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  f o u r  m o d e s  o f  r e s o n a n t  
o s c i l l a t i o n  p r e d i c t e d  b y  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  a n d  s h o w n  
i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s ,  F i g s .  6 . 4  a n d  6 . 5 .
In  a n  a t t e m p t  to  c o m p a r e  t h e  t h e o r y  w i t h  t h e  v e l o c i t y  m e a s u r e ­
m e n t s  u s i n g  t h e  h o t - f i l m  a n e m o m e t e r ,  E q .  3 . 4 2  i s  u s e d  f o r  t h e  t h e o ­
r e t i c a l  c a l c u l a t i o n s .  (S in c e  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r  i n  t h e s e  e x p e r i m e n t s  
w a s  p r i m a r i l y  s e n s i t i v e  to  t h e  v  a n d  w  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s ,  i t  i s  
u n r e a l i s t i c  to  c o m p a r e  t h e  e x p e r i m e n t s  w i t h  E q .  6 . 7 . )  F i g .  6 . 3 2
s h o w s  t h e  v a r i a t i o n  of a s  a  f u n c t i o n  o f
k a ;  t h e  c u r v e  s h o w n  a s  a  s o l i d  l i n e  w a s  e v a l u a t e d  f r o m  E q .  3 . 4 2  u s i n g
v a l u e s  o f  f 2 a n d a t  t h e  e n t r a n c e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  m e t h o d  d i s c u s s e d
i n  C h a p t e r  3 ( a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y ) .  T h e  v e l o c i t y  r a t i o
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F i g .  6. 31 T o t a l  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a s  a  
f u n c t i o n  o f  k a  f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  
a  10°  o p e n in g
F i g .  6 . 3 2  V e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a s  a  f u n c t i o n  
o f  k a :  c o m p a r i s o n  o f  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t  
(1 0 °  o p e n in g  c i r c u l a r  h a r b o r )
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c o m p u t e d  f r o m  E q .  3 . 4 2  u s i n g  t h e  v a l u e s  o f  f 2 a n d d e t e r m i n e d
b y  t h e  m e t h o d  o f  S e c t i o n  4 . 1  ( c i r c u l a r  h a r b o r  t h e o r y )  i s  s h o w n  in  
F i g .  6 . 3 2  a s  a  d a s h e d  c u r v e .  In  u s i n g  E q .  3 . 4 2 ,  t h e  v a l u e  of t h e  
i n c i d e n t  w a v e  a m p l i t u d e  A i  i s  t a k e n  a s  a  c o n s t a n t  f o r  a l l  v a l u e s  of 
k a .
E x p e r i m e n t s  w e r e  c o n d u c t e d  b y  p l a c i n g  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r  a t  
z = - 0 . 0 3  f t ;  f o r  e a c h  v a l u e  o f  k a ,  m e a s u r e m e n t s  w e r e  m a d e  a t  f iv e
l a t e r a l  l o c a t i o n s  a c r o s s  t h e  e n t r a n c e
T h e  a v e r a g e  o f  t h e  o u t p u t  v o l t a g e  f r o m  t h e  l i n e a r i z e r  a t  t h e s e  
f i v e  l o c a t i o n s  i s  d e n o t e d  a s  S2 . A s  j u s t  m e n t i o n e d  i n  t h e  t h e o r y  t h e  
i n c i d e n t  w a v e  a m p l i t u d e  w a s  c o n s i d e r e d  c o n s t a n t  f o r  a l l  w a v e  n u m b e r s .  
H o w e v e r ,  i n  t h e  e x p e r i m e n t  i t  i s  i m p o s s i b l e  to  m a i n t a i n  t h i s  c o n d i t i o n ,  
i n  f a c t  f o r  t h e  r a n g e  o f  k a  i n v e s t i g a t e d  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  v a r i e d  
m o r e  t h a n  a  f a c t o r  o f  t h r e e .  T h e r e f o r e ,  to  c o m p a r e  t h e  e x p e r i m e n t a l  
d a t a  to  t h e  t h e o r y ,  t h i s  e f f e c t  o f  t h e  v a r y i n g  i n c i d e n t  w a v e  a m p l i t u d e  
m u s t  b e  e l i m i n a t e d .  T h i s  w a s  a c c o m p l i s h e d  b y  d i v i d i n g  t h e  v o l t a g e ,
S2 , b y  t h e  i n c i d e n t  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h a t  w a v e  n u m b e r .  T h i s  r a t i o  
w a s  t h e n  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  to  t h a t  a t  k a  =  l .988 a n d  t h e  r e s u l t i n g  
d a t a  a r e  s h o w n  i n  F i g .  6 . 3 2 .
I n  F i g .  6 . 3 2  i t  i s  s e e n  t h a t  t h e  tw o  t h e o r e t i c a l  c u r v e s  a g r e e  w e l l  
a n d  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a g r e e  r e a s o n a b l y  w e l l  w i t h  t h e s e  t h e o r i e s . 
H o w e v e r ,  a t  l a r g e  v a lu e s ;  o f  k a ,  a g a i n ,  t h e  d a t a  a n d  t h e o r i e s  s h o w  
p o o r e r  a g r e e m e n t .
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T h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  w i t h  k a  i s  
p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 3 3  f o r  t h e  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n i n g .  T h e  c u r v e  
i s  a g a i n  o b t a i n e d  f r o m  E q .  6 . 7  e v a l u a t e d  a t  t h e  w a t e r  s u r f a c e  f o r  a  
t o t a l  d e p t h  o f  1 . 0  f t .  I t  i s  s e e n  t h a t  t h e  v a l u e s  o f  k a  f o r  t h e  f o u r  
m a x i m a  in  F i g .  6 . 3 3  a r e :  k a  =  0 .50 , 2 . 1 8 ,  3 . 3 8 ,  3 . 9 7 .  A g a i n ,  t h e s e  
v a l u e s  c o r r e s p o n d  to  t h o s e  p r e d i c t e d  b y  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  
t h e o r y .  (S ee  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  i n  F i g s .  6 . 6  a n d  6 . 7 . )  I t  s h o u ld  b e  
n o t e d  t h a t  t h e  t h i r d  m a x i m u m  w a s  n o t  c l e a r l y  d e f i n e d  i n  t h e  r e s p o n s e  
c u r v e  s h o w n  i n  F i g .  6 . 6  b e c a u s e  o f  t h e  l o c a t i o n  c h o s e n  ( i t  d id  a p p e a r  
a t  t h e  o t h e r  l o c a t i o n ,  s e e  F i g .  6 . 7 ) ;  t h i s  c l e a r l y  e m p h a s i z e s  t h e  i m p o r t ­
a n c e  o f  t h e  e n t r a n c e  v e l o c i t y  a s  a n  i n d i c a t o r  o f  r e s o n a n c e .  C o m p a r i n g  
F i g .  6 . 33 w i t h  F i g .  6 . 3 1 ,  i t  a p p e a r s  t h a t  t h e  a v e r a g e  v e l o c i t y  a c r o s s  
t h e  e n t r a n c e  a t  r e s o n a n c e  i s  s i g n i f i c a n t l y  l e s s  f o r  t h e  c a s e  of a  6 0 °  
o p e n in g ;  h o w e v e r ,  t h e  w a v e  n u m b e r  b a n d - w i d t h  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  
m a x i m a  i s  l a r g e r  f o r  t h e  6 0 °  c a s e  c o m p a r e d  to  t h e  h a r b o r  w i t h  a  10°  
o p e n i n g .  T h i s  p h e n o m e n o n  i s  s i m i l a r  to  t h a t  s h o w n  b y  t h e  r e s p o n s e  
c u r v e  p r e s e n t e d  i n  S u b s e c t i o n  6 . 2 . 2 .
F o r  t h e  6 0 °  o p e n i n g ,  t h e  v e l o c i t y  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e  a l s o  w a s  m e a s u r e d  u s i n g  t h e  h o t - f i l m  a n e m o m e t e r .  T h e  
s e n s o r  w a s  l o c a t e d  a t  a  v e r t i c a l  p o s i t i o n  z  = - 0 . 0 5  f t  a t  t h e  c e n t e r  o f  
t h e  e n t r a n c e  ( th e  w a t e r  d e p t h  a g a i n  w a s  1 .0  f t ) .  T h e  v o l t a g e s  f r o m  t h e  
l i n e a r i z e r  a t  v a r i o u s  v a l u e s  o f  k a  w e r e  t h e n  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  
to  t h a t  a t  k a  = 2 .25 u s i n g  t h e  s a m e  c o r r e c t i o n  p r o c e d u r e  a s  w a s  j u s t  
d e s c r i b e d  f o r  t h e  h a r b o r  w i t h  a  10°  o p e n i n g .  T h e s e  d a t a  a r e  p r e s e n t e d  
i n  F i g .  6 . 3 4 ,  i n  c o n t r a s t  to  F i g .  6 . 3 2  w h e r e  a v e r a g e  v e l o c i t i e s
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F i g .  6. 33 T o t a l  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a s  a  f u n c t i o n  o f  k a  
f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n in g
F i g .  6 . 3 4  V e l o c i t y  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a s  a  f u n c t i o n  
o f  k a :  c o m p a r i s o n  o f  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t  ( 6 0 °  o p e n in g  
c i r c u l a r  h a r b o r )
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a c r o s s  t h e  e n t r a n c e  w e r e  u s e d ,  h e r e  t h e  n o r m a l i z e d  v e l o c i t y  i s  t h a t  
o b t a i n e d  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  e n t r a n c e .
F o r  t h i s  c a s e  o n ly  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  
a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  i s  s h o w n ,  s i n c e  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  
t h e o r y  h a d  n o t  b e e n  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  v a l u e s  o f  f2 a n d a t  t h e
c e n t e r  o f  t h e  e n t r a n c e  ( i t  w a s  u s e d  o n ly  to  d e t e r m i n e  t h e  a v e r a g e  
v a l u e s  o f  f 2 a n d a c r o s s  t h e  e n t r a n c e ) .
A l th o u g h  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  s h o w  c o n s i d e r a b l e  s c a t t e r ,  t h e y  
a g r e e  q u a l i t a t i v e l y  w i t h  t h e  t h e o r y .  T h e  r e s u l t s  f r o m  e x p e r i m e n t s  
p e r f o r m e d  a t  f o u r  d i f f e r e n t  t i m e s  a r e  s h o w n  i n  F i g .  6 . 3 4  p r o v i d i n g  
a d d i t i o n a l  c o n f i d e n c e  i n  t h e  e x p e r i m e n t a l  p r o c e d u r e .  T h e  v a l u e  o f  k a  
a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  m a x i m a  i n  F i g .  6 . 3 4  a r e  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  o f  
F i g .  6 . 3 3  e s p e c i a l l y  t h e  t h i r d  a n d  f o u r t h  p e a k s .  T h i s  i s  b e c a u s e  f o r  
d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  k a ,  t h e  s h a p e  o f  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a c r o s s  t h e  
h a r b o r  e n t r a n c e  i s  n o t  t h e  s a m e  ( s e e  F i g .  6 . 3 0 ) .  T h u s ,  t h e  r e l a t i v e  
v e l o c i t y  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  e n t r a n c e , i s  n o t
n e c e s s a r i l y  e q u a l  to  t h e  r e l a t i v e  a v e r a g e  v e l o c i t y  a c r o s s  t h e  e n t r a n c e ,
s h o w n  i n  F i g .  6 . 3 3 .
T h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  s u b s e c t i o n  h a v e  d e m o n s t r a t e d  t h a t  
a  m a x i m u m  a v e r a g e  t o t a l  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  c o r r e s p o n d s  
to  a  r e s o n a n t  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  
s u c h  v e l o c i t y  c o n s i d e r a t i o n s  w i l l  b e  e v e n  m o r e  u s e f u l  f o r  a  h a r b o r  
w i t h  a  c o m p l i c a t e d  s h a p e ;  m o r e  d i s c u s s i o n  o f  t h i s  w i l l  b e  g i v e n  in  
S u b s e c t i o n  6 . 4 . 4 .
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6 . 3  R E C T A N G U L A R  H A R B O R
6 . 3 . 1  I n t r o d u c t i o n
In  t h e  i n i t i a l  p h a s e s  o f  t h i s  i n v e s t i g a t i o n  a  s e r i e s  o f  
e x p e r i m e n t s  w a s  c o n d u c t e d  to  s t u d y  t h e  r e s p o n s e  o f  a  n a r r o w ,  f u l l y  
o p e n  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  to  i n c i d e n t  w a v e s .  A s  m e n t i o n e d  i n  S e c t i o n  
6 . 1 ,  t h e  p r i m a r y  p u r p o s e  o f  t h e s e  e x p e r i m e n t s  w a s  to  e n s u r e  t h a t  t h e  
" o p e n - s e a "  c o n d i t i o n  w a s  s i m u l a t e d  p r o p e r l y  i n  t h e  l a b o r a t o r y  b a s i n  
w h e n  u s i n g  t h e  d i s s i p a t o r s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  5 . 6 .  T h i s  w a s  d o n e  
b y  c o m p a r i n g  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  t o  t h e  e x p e r i m e n t s  a n d  t h e  
t h e o r e t i c a l  a n a l y s i s  f o r  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  p r e s e n t e d  b y  I p p e n  a n d  
G o d a  (1 9 6 3 ) .  T h e i r  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  h a d  b e e n  c o n f i r m e d  r e a s o n ­
a b l y  w e l l  b y  e x p e r i m e n t s  c o n d u c t e d  b y  t h e m  u s i n g  a  f u l l y  o p e n  r e c t a n ­
g u l a r  h a r b o r  ( 2 - 3 / 8  i n .  w i d e ,  1 f t  1 / 4  i n .  lo n g )  i n s t a l l e d  i n  a  b a s i n  
11 f t  l o n g  a n d  9 f t  w i d e  w i t h  " s a t i s f a c t o r y "  w a v e  e n e r g y  d i s s i p a t o r s  
p l a c e d  f o r  t h e  s i m u l a t i o n  o f  t h e  " o p e n - s e a " .  I n  t h i s  s t u d y  t h e  h a r b o r  
d i m e n s i o n s  w e r e  i d e n t i c a l  to  t h e i r s  a n d  t h e  o n l y  d i f f e r e n c e  w a s  t h e  
b a s i n  w a s  l a r g e r  a n d  t h e  d i s s i p a t o r s  w e r e  m o r e  e f f i c i e n t  t h a n  t h e i r s  
( s e e  S e c t i o n s  5 . 1  a n d  6 . 1 ) .
In  a d d i t i o n  t h e s e  e a r l y  e x p e r i m e n t s  a l s o  s e r v e d  to  p r o v i d e  d a t a  
t o  c o m p a r e  to  t h e  t h e o r y  f o r  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  p r e s e n t e d  i n  
C h a p t e r  3 a s  w e l l  a s  t h e  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  t h e o r y  p r e s e n t e d  in  
S e c t i o n  4 . 2 .  In  t h e  f o l l o w i n g  s u b s e c t i o n  t h e s e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  w i l l  
b e  c o m p a r e d  to  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  o f  t h i s  s t u d y  a s  w e l l  a s  to  t h e  
t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  o b t a i n e d  b y  I p p e n  a n d  G o d a  (1 9 6 3 ) .
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6. 3 . 2 R e s p o n s e  o f  H a r b o r  to  I n c i d e n t  W a v e s
T h e  r e s p o n s e  o f  a  f u l l y  o p e n  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  to  
p e r i o d i c  i n c i d e n t  w a v e s  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 3 5 .  T h e  a b s c i s s a  i s  
t h e  w a v e  n u m b e r  p a r a m e t e r  k ℓ  ( w h e r e  ℓ  i s  a  c h a r a c t e r i s t i c  d i m e n s i o n  
o f  t h e  h a r b o r ,  i n  t h i s  c a s e  t h e  l e n g t h  o f  t h e  h a r b o r ) .  T h e  o r d i n a t e  
i s  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r ,  R ,  d e f i n e d  a s  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  
c e n t e r  o f  t h e  b a c k w a l l  o f  t h e  h a r b o r  d i v i d e d  b y  t h e  a v e r a g e  s t a n d i n g  
w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  w h e n  t h e  e n t r a n c e  i s  c l o s e d  
( s e e  S e c t i o n  5 . 4  f o r  a  m o r e  c o m p l e t e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  l a t t e r ) .  
E x p e r i m e n t a l l y  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  to  m e a s u r e  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  
e x a c t l y  a t  t h e  b a c k w a l l ;  i n  f a c t  t h e  m e a s u r e m e n t s  w e r e  m a d e  a t  a  
p o i n t  1 /4  i n .  f r o m  t h e  b a c k w a l l  a n d  a b o u t  3 / 4  i n .  o f f - c e n t e r . S in c e  
t h e  s l o p e  o f  t h e  w a t e r  s u r f a c e  s o  n e a r  t h e  b a c k w a l l  i s  e s s e n t i a l l y  z e r o  
a n d  t h e  m o t i o n  o f  t h i s  n a r r o w  h a r b o r  o v e r  t h e  r a n g e  of k ℓ  c o n s i d e r e d  
i s  p r a c t i c a l l y  t w o - d i m e n s i o n a l ,  t h i s  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  l o c a t i o n  
o f  t h e  e x p e r i m e n t s  a n d  t h e  p o i n t  o f  d e f i n i t i o n  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e  
o f  R  i s  c o n s i d e r e d  u n i m p o r t a n t  i n  t h e  c o m p a r i s o n  o f  t h e o r e t i c a l  a n d  
e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s .  T h e  d e p t h  o f  t h e  w a t e r  w a s  c o n s t a n t  a n d  e q u a l  
to  0 . 8 4 4  f t  i n  b o t h  t h e  h a r b o r  a n d  " o p e n - s e a " ,  a n d  t h e  r a n g e  o f  t h e  
s t r o k e  o f  t h e  w a v e  m a c h i n e  f o r  t h e s e  e x p e r i m e n t s  i s  p r e s e n t e d  in  
t h e  t a b l e  i n  A p p e n d i x  IV .
In  F i g .  6 . 3 5 ,  t h e  s o l i d  l i n e  r e p r e s e n t s  t h e  c u r v e  c o m p u t e d  f r o m  
t h e  t h e o r y  f o r  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  ( C h a p t e r  3); t h e  t h e o r y  f o r  
t h e  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  ( S e c t i o n  4 . 2 )  i s  s h o w n  w i t h  l o n g  d a s h e d  l i n e s ,
- 194-
F i g .  6 . 3 5  R e s p o n s e  c u r v e  f o r  a  f u l l y  o p e n  r e c t a n g u l a r  h a r b o r
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w h i l e  t h e  t h e o r y  d e v e l o p e d  b y  I p p e n  a n d  G o d a  (1 9 6 3 )  i s  r e p r e s e n t e d  b y  
a  l i n e  c o m p o s e d  o f  s h o r t  d a s h e s .  T h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  o b t a i n e d  
f r o m  t h e  p r e s e n t  s t u d i e s  a r e  d e n o t e d  b y  o p e n  c i r c l e s  w h i l e  t h e  e x p e r i ­
m e n t a l  d a t a  o f  I p p e n  a n d  G o d a  (1 9 6 3 )  a r e  s h o w n  a s  s o l i d  c i r c l e s .
In  u s i n g  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  
h a r b o r  i s  d i v i d e d  i n t o  47  s e g m e n t s  (N  = 47 )  o f  u n e q u a l  l e n g t h  i n c l u d i n g  
t h r e e  s e g m e n t s  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  S i n c e  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  
r e c t a n g u l a r  h a r b o r  i s  c o m p o s e d  o f  s t r a i g h t  l i n e s ,  a s  d i s c u s s e d  i n  
S u b s e c t i o n  3 . 3 . 1, t h e  d i a g o n a l  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  Gn  a r e  e q u a l
to  z e r o ,  i . e .  i n  E q .  3 . 5 7 ,  (Gn ) i i  = 0 f o r  i  = l ,  2  . . . . . 4 7 .  A f t e r  f o l l o w i n g
t h e  p r o c e d u r e s  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  3 t h e  r e s p o n s e  c u r v e  s h o w n  i s  
o b t a i n e d .
I n  u s i n g  t h e  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  t h e o r y  t h e  m e t h o d  d e s c r i b e d  i n  
S e c t i o n  4 . 2  i s  u s e d .  F o r  a  f u l l y  o p e n  r e c t a n g u l a r  h a r b o r ,  E q .  4 . 3 8 ,  
w h i c h  d e s c r i b e s  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f2 i n  t h e  r e g i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r ,  
c a n  b e  s i m p l i f i e d ,  s i n c e  t h e  e n t r a n c e  a n d  t h e  w i d t h  o f  t h e  h a r b o r  a r e  
e q u a l  (b  = d ) .  T h e r e f o r e ,  t h e  t e r m  Sm ( x ,y )  d e f i n e d  i n  E q .  4 . 3 8  i s  e q u a l  
to  z e r o  a n d  c a n  b e  s i m p l i f i e d  to :
( 6 .8 )
T h u s ,  t h e  a v e r a g e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a t  t h e  
h a r b o r  e n t r a n c e  s h o w n  i n  E q .  4 . 4 1  c a n  b e  s i m p l i f i e d  a l s o  a s :
( 6 .9 )
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w h e r e a n d a s  d e f i n e d  i n  E q .  4 . 2 7 .
T h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n  m e t h o d  u s e d  b y  I p p e n  a n d  G o d a  (1963) 
f o r  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  r a d i a t i o n  w a v e  f u n c t i o n  f3 i n  t h e  r e g i o n  o u t s i d e  
t h e  h a r b o r  i s  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  p r e s e n t  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  t h e o r y  in  
w h i c h  G r e e n ' s  i d e n t i t y  f o r m u l a  a n d  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  a r e  u s e d .  
H o w e v e r ,  t h e  m e t h o d  u s e d  f o r  R e g i o n  I I ,  i . e .  i n s i d e  t h e  h a r b o r ,  i s  t h e  
s a m e .  T h e r e f o r e ,  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  t h e o r y  o f  
I p p e n  a n d  G o d a  (1963 )  a n d  t h i s  t h e o r y  c a n  b e  a t t r i b u t e d  t o  t h e  d i f f e r e n c e  
b e t w e e n  t h e  m e t h o d s  u s e d  t o  e v a l u a t e  t h e  r a d i a t i o n  f u n c t i o n  f 3; f r o m  
F i g .  6 . 3 5  a n y  d i f f e r e n c e s  a p p e a r  to  b e  q u i t e  s m a l l .
F r o m  F i g .  6 . 3 5  i t  i s  s e e n  t h a t  t h e  t h r e e  t h e o r e t i c a l  c u r v e s  a g r e e  
f a i r l y  w e l l  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s ,  a l t h o u g h  t h e  t h e o r e t i c a l  
c u r v e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  a g r e e s  b e t t e r  
w i t h  t h e  e x p e r i m e n t s  n e a r  r e s o n a n c e  t h a n  t h e  o t h e r  tw o  t h e o r e t i c a l  
c u r v e s .  T h i s  m a y  b e  b e c a u s e  i n  u s i n g  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  
t h e o r y ,  t h e  e n t r a n c e  w a s  d i v i d e d  i n t o  t h r e e  s e g m e n t s  a n d  t h e  s o l u t i o n  
w a s  m a t c h e d  a t  e a c h  s e g m e n t  a s  c o m p a r e d  to  t h e  o t h e r  tw o  t h e o r i e s  
w h e r e  o n l y  t h e  a v e r a g e  s o l u t i o n  a c r o s s  t h e  e n t r a n c e  w a s  m a t c h e d .  
A n o t h e r  f e a t u r e  o f  F i g .  6 . 3 5  i s  t h a t  t h e  p r e s e n t  e x p e r i m e n t a l  d a t a  
a g r e e  b e t t e r  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e s  t h a n  do  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  
o f  I p p e n  a n d  G o d a  (1 9 6 3 ) ,  e s p e c i a l l y  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  r e s o n a n c e .  T h i s  
i s  p r o b a b l y  b e c a u s e  t h e  w a v e  b a s i n  f o r  t h e  p r e s e n t  e x p e r i m e n t s  i s  b o t h  
w i d e r  a n d  l o n g e r  t h a n  t h e  w a v e  b a s i n  u s e d  b y  I p p e n  a n d  G o d a ,  h e n c e  
t h e  i n c i d e n t  w a v e  i s  m o r e  n e a r l y  tw o  d i m e n s i o n a l ;  a l s o  t h e  p r e s e n t
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e n e r g y  d i s s i p a t o r s  a r e  m o r e  e f f i c i e n t  t h a n  t h o s e  u s e d  b y  I p p e n  a n d  
G o d a  (1 9 6 3 )  a n d  t h e r e f o r e  t h e  " o p e n - s e a "  c o n d i t i o n  i s  s i m u l a t e d  m o r e  
s a t i s f a c t o r i l y .  T h i s  i s  s u p p o r t e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  t h e  d a t a  o f  I p p e n  a n d  
G o d a  (1963 )  s h o w  f l u c t u a t i o n s  i n  t h e  r e g i o n  1 .1 0  < k ℓ  < 1 .7 0  i n d i c a t i n g  
t h a t  t h e  " o p e n - s e a "  c o n d i t i o n  i s  n o t  p r o p e r l y  s i m u l a t e d  i n  t h i s  f r e q u e n c y  
r a n g e  w h e r e  t h e  i n c i d e n t  w a v e  l e n g t h  i s  l a r g e  r e s u l t i n g  i n  s m a l l  w a v e  
s t e e p n e s s .  S u c h  f l u c t u a t i o n s  do  n o t  a p p e a r  i n  t h e  d a t a  c o r r e s p o n d i n g  
to  t h e  p r e s e n t  e x p e r i m e n t s .
A s  m e n t i o n e d  b e f o r e ,  t h e s e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  l e d  to  t h e  
c o n c l u s i o n  t h a t  t h e  o p e n - s e a  c o n d i t i o n  w a s  b e i n g  p r o p e r l y  s i m u l a t e d  
i n  t h e  l a b o r a t o r y  a n d  no  a d d i t i o n a l  m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  w a v e  e n e r g y  
d i s s i p a t o r s  w a s  n e c e s s a r y .  M o r e o v e r ,  t h e  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  
t h e o r e t i c a l  a n d  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a s  s h o w n  in  F i g .  6 . 3 5  h a s  d e m o n ­
s t r a t e d  t h a t  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  c a n  a l s o  b e  a p p l i e d  
s u c c e s s f u l l y  to  a  h a r b o r  w i t h  s t r a i g h t  s i d e s  a n d  s h a r p  i n t e r i o r  c o r n e r s .
6 . 4  A  H A R B O R  W IT H  C O M P L I C A T E D  S H A P E :  A  M O D E L  O F  T H E  
E A S T  A N D  W E S T  B A S IN S  O F  L O N G  B E A C H  H A R B O R  
6 . 4 . 1  I n t r o d u c t i o n
A s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n s  6 . 2  a n d  6 . 3 ,  t h e  t h e o r e t i c a l  
s o l u t i o n  o f  t h e  w a v e  i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  tw o  s p e c i a l l y  s h a p e d  
h a r b o r s :  c i r c u l a r  a n d  r e c t a n g u l a r ,  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  u s i n g  t h e  
g e n e r a l  t h e o r y  f o r  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  3 . 
T h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  f o r  t h e s e  s p e c i a l  h a r b o r s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  
a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  h a v e  b e e n  s h o w n  to  a g r e e  w e l l  w i t h
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t h e  m o r e  e x a c t  t h e o r i e s  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  4 ,  a n d  w i t h  t h e  
e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s .
T h e s e  tw o  s p e c i a l  s h a p e d  h a r b o r s  a r e  of i m p o r t a n c e  b e c a u s e ,  a s  
m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  r e p r e s e n t s  a n  e x t r e m e  s h a p e  i n  
w h i c h  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r  i s  c u r v e d  a n d  t h e  t a n g e n t  t o  t h e  
b o u n d a r y  i s  c o n t i n u o u s l y  c h a n g i n g  d i r e c t i o n  w h e r e a s  t h e  r e c t a n g u l a r  
h a r b o r  r e p r e s e n t s  t h e  o t h e r  e x t r e m e  w h e r e  t h e  b o u n d a r y  i s  c o m p o s e d  
o f  s t r a i g h t  l i n e s ,  a lo n g  e a c h  s i d e  t h e  t a n g e n t  to  t h e  b o u n d a r y  d o e s  n o t  
c h a n g e  d i r e c t i o n .  T h e  b o u n d a r y  o f  a n y  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  i s  in  
f a c t  u s u a l l y  a  c o m b i n a t i o n  o f  t h e s e  tw o  c a s e s .
In  o r d e r  to  t e s t  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  f u r t h e r ,  a  
h a r b o r  o f  c o m p l i c a t e d  s h a p e  w a s  s t u d i e d  b o t h  t h e o r e t i c a l l y  a n d  e x p e r i ­
m e n t a l l y .  In  p l a n f o r m  t h i s  h a r b o r  m o d e l  i s  s l i g h t l y  m o d i f i e d  f r o m  t h e  
e x i s t i n g  h a r b o r  o f  t h e  E a s t  a n d  W e s t  B a s i n s  o f  t h e  L o n g  B e a c h  H a r b o r  
l o c a t e d  i n  L o n g  B e a c h ,  C a l i f o r n i a ;  t h e  h o r i z o n t a l  s c a l e  i s  1 to  4 7 0 0 .  
A l s o  i t  d i f f e r s  o n ly  s l i g h t l y  f r o m  t h e  h y d r a u l i c  m o d e l  s t u d i e d  b y  
K n a p p  a n d  V a n o n i  (1 9 4 5 )  w h e r e i n  a  d i s t o r t e d  h y d r a u l i c  m o d e l  w a s  u s e d  
w i t h  a t t e n t i o n  g i v e n  to  t h e  b a t h y m e t r y .
A s k e t c h  o f  t h e  m o d e l  o f  t h e  E a s t  a n d  W e s t  B a s i n s  o f  L o n g  B e a c h  
H a r b o r  w h i c h  w a s  u s e d  i n  t h i s  i n v e s t i g a t i o n  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 3 6  
w h i c h  s h o w s  t h e  w i d t h  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a s  0 . 2  f t  a n d  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c  d i m e n s i o n  o f  t h e  h a r b o r ,  a ,  e q u a l  to  1 . 4 4  f t .  T h e  d e p t h  
o f  t h e  w a t e r  i n  t h e  e x p e r i m e n t s  w a s  c o n s t a n t  i n  b o t h  t h e  h a r b o r  a n d  
t h e  " o p e n - s e a "  a n d  e q u a l  to  1 f t .
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F i g .  6 . 3 6  T h e  m o d e l  o f  t h e  E a s t  a n d  W e s t  B a s i n s  o f  L o n g  B e a c h  H a r b o r ,  L o n g  B e a c h ,  C a l i f o r n i a
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T h e  t h e o r y  f o r  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  
3 i s  u s e d  to  c a l c u l a t e  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s ,  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  
d i s t r i b u t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r ,  a n d  t h e  t o t a l  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e .  In  a p p ly i n g  t h e  t h e o r y ,  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r  i s  
d i v i d e d  i n to  75 u n e q u a l  s t r a i g h t - l i n e  s e g m e n t s  i n c l u d i n g  tw o  s e g m e n t s  
f o r  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  T h e  s e g m e n t s  a r e  n u m b e r e d  c o u n t e r - c l o c k ­
w i s e  s t a r t i n g  f r o m  t h e  r i g h t - h a n d  l i m i t  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a n d  t h i s  
n u m b e r i n g  s y s t e m  i s  s h o w n  i n  F i g .  6 . 3 6 .
6 . 4 . 2  R e s p o n s e  o f  H a r b o r  to  I n c i d e n t  W a v e s
R e s p o n s e  c u r v e s  a t  f o u r  d i f f e r e n t  l o c a t i o n s  i n s i d e  t h e  
h a r b o r  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g s .  6 . 3 7  to  6 . 4 0 .  T h e  f o u r  p o i n t s  a r e  
d e s i g n a t e d  a s  p o i n t  A , B , C, D a n d ,  f o r  c o n v e n i e n c e ,  t h e y  a r e  s h o w n  
i n  F i g .  6 . 3 6  a lo n g  w i t h  t h e i r  c o o r d i n a t e s  i n  t h e  m o d e l :  A  (0.30 f t ,
- 0 . 5 2 5  f t ) ,  B  (0 .30 f t ,  - 0 . 96 f t ) ,  C  ( 1 . 3 2  f t ,  - 0 . 9 6  f t )  a n d  D  ( - 0 .45 f t ,
- 1 . 2 4 5  f t ) ,  w h e r e  t h e  f i r s t  n u m b e r  i n s i d e  t h e  b r a c k e t  i s  t h e  x - c o o r d -  
i n a t e  a n d  t h e  s e c o n d  n u m b e r  i s  t h e  y - c o o r d i n a t e .  F o r  a l l  o f  th e  
r e s p o n s e  c u r v e s ,  t h e  a b s c i s s a  i s  t h e  w a v e  n u m b e r  p a r a m e t e r ,  k a  
( w h e r e  a g a i n  k  i s  t h e  w a v e  n u m b e r ,  a n d  " a "  i s  a  c h a r a c t e r i s t i c  l e n g t h  
e q u a l  to  1 . 4 4  f t  a n d  s h o w n  i n  F i g .  6 . 3 6 ) ;  t h e  o r d i n a t e  i s  t h e  a m p l i ­
f i c a t i o n  f a c t o r  R ,  a s  d e f i n e d  e a r l i e r .
I t  i s  s e e n  t h a t  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  a g r e e  w e l l  w i t h  t h e  e x p e r i ­
m e n t a l  d a t a  a t  a l l  f o u r  l o c a t i o n s  a n d  s h o w  t h a t  t h e  r e s p o n s e  o f  t h i s  
h a r b o r  to  p e r i o d i c  w a v e s  i s  m u c h  m o r e  c o m p l i c a t e d  t h a n  t h e  r e s p o n s e  
c u r v e s  f o r  e i t h e r  a  c i r c u l a r  o r  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r .  A s  d i s c u s s e d
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F i g .  6 . 3 7  R e s p o n s e  c u r v e  a t  p o i n t  A o f  t h e  L o n g  B e a c h  H a r b o r  m o d e l
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F i g .  6 . 3 8  R e s p o n s e  c u r v e  a t  p o i n t  B o f  t h e  L o n g  B e a c h  H a r b o r  m o d e l
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F i g .  6 . 3 9  R e s p o n s e  c u r v e  a t  p o i n t  C o f  t h e  L o n g  B e a c h  H a r b o r  m o d e l
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F i g .  6 . 4 0  R e s p o n s e  c u r v e  a t  p o i n t  D o f  t h e  L o n g  B e a c h  H a r b o r  m o d e l
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i n  S e c t i o n  6 . 2 ,  t h e  s h a p e  o f  t h e  m o d e s  o f  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n  i n s i d e  
a  h a r b o r  i s  s i m p l e r  f o r  a n  i n c i d e n t  w a v e  o f  s m a l l e r  w a v e  f r e q u e n c y ,  
i . e .  a  s m a l l e r  v a l u e  o f  k a .  A s  t h e  i n c i d e n t  w a v e  f r e q u e n c y  i n c r e a s e s ,  
t h e  s h a p e  o f  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r  b e c o m e s  m o r e  
c o m p l e x .  T h e  r e s u l t s  s h o w n  i n  F i g s .  6 . 3 7  to  6 . 4 0  a l s o  c o n f i r m  t h i s .  
F o r  e x a m p l e ,  a t  t h e  f i r s t  r e s o n a n t  m o d e  ( k a  = 0 .6 1) t h e  a m p l i f i c a t i o n  
f a c t o r s  a t  t h e  f o u r  d i f f e r e n t  p o s i t i o n s  ( P o i n t s  A , B, C , a n d  D) d i f f e r  
o n l y  s l i g h t l y .  H o w e v e r ,  f o r  t h e  m o d e  c o r r e s p o n d i n g  t o  k a  = 7  6 2 ,  t h e  
a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r s  a t  t h e  f o u r  l o c a t i o n s  d i f f e r  c o n s i d e r a b l y ;  t h e  
a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r s  a t  t h e  p o i n t s  B a n d  D a r e  m u c h  s m a l l e r  t h a n  t h o s e  
a t  t h e  p o i n t s  C a n d  A.
O n e  c o m m o n  f e a t u r e  o f  t h e  f o u r  r e s p o n s e  c u r v e s  i s  t h a t  w h i l e  
t h e  t h e o r y  h a s  p r e d i c t e d  t h e  f r e q u e n c y  o f  e v e r y  r e s o n a n t  m o d e  of 
o s c i l l a t i o n  c o r r e c t l y ,  t h e  t h e o r e t i c a l  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  a t  r e s o n a n c e  
i s  s l i g h t l y  l a r g e r  t h a n  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  e s p e c i a l l y  f o r  t h e  
r e s o n a n t  m o d e s  a t  l a r g e r  v a l u e s  o f  k a .  T h i s  c a n  b e  a t t r i b u t e d  t o  t h e  
o b s e r v a t i o n  m a d e  i n  S u b s e c t i o n  6 . 2 . 2  t h a t  i n  u s i n g  t h e  s a m e  n u m b e r  
o f  s e g m e n t s  f o r  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r  a t  a l l  w a v e  p e r i o d s ,  t h e  
t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  f o r  a  s m a l l e r  v a l u e  o f  k a  a r e  m o r e  a c c u r a t e  t h a n  
t h e  r e s u l t s  w h i c h  c o r r e s p o n d  to  l a r g e  k a ;  t h e r e f o r e ,  b e t t e r  a g r e e m e n t  
b e t w e e n  t h e  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t s  i s  e x p e c t e d  a n d  o b s e r v e d  f o r  s m a l l  
v a l u e s  o f  k a .  (T h is  m e a n s  t h a t  t h e  v a l u e  of k Δs i s  s m a l l e r  f o r  t h e  
f o r m e r  c a s e  t h a n  t h e  l a t t e r  c a s e . ) I n  a d d i t i o n  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  i s  
l a r g e r  a t  r e s o n a n c e  f o r  l a r g e  v a l u e s  o f  k a ,  t h u s  a l s o  t e n d i n g  to  
d e c r e a s e  t h e  e x p e r i m e n t a l  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r s  c o m p a r e d  to  t h o s e  
d e t e r m i n e d  t h e o r e t i c a l l y .
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I t  c a n  a l s o  b e  s e e n  f r o m  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  t h a t  t h e  a g r e e m e n t  
b e t w e e n  t h e  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  a n d  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  i s  r e a s o n ­
a b ly  g o o d  a t  e a c h  o f  t h e  l o c a t i o n s ;  t h e r e  i s  n o  l o c a t i o n  w h e r e  b e t t e r  
a g r e e m e n t  i s  s e e n  c o m p a r e d  to  a n o t h e r .  T h i s  u n i f o r m i t y  o f  t h e  a g r e e ­
m e n t  b e t w e e n  t h e  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t s  s u g g e s t s  t h a t  t h e  t h e o r y  h a s  
a l s o  a c c u r a t e l y  p r e d i c t e d  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  i n s i d e  t h e  
h a r b o r  f o r  e a c h  m o d e  of r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n .
In  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  
( C h a p t e r  3) t h e  s i n g u l a r i t i e s  a r e  a l w a y s  a s s u m e d  to  b e  l o c a t e d  a t  t h e  
m i d - p o i n t  o f  e a c h  b o u n d a r y  s e g m e n t .  T h e r e f o r e  i f  a n  i n t e r i o r  p o i n t  
(x , y )  i s  to o  c l o s e  to  t h e  m i d - p o i n t  o f  a  p a r t i c u l a r  b o u n d a r y  s e g m e n t ,  
t h e  w a v e  f u n c t i o n  f 2 (x, y )  c a l c u l a t e d  f r o m  E q .  3 . 3 7  m i g h t  b e  i n  e r r o r  
b e c a u s e  o f  t h e  e x c e s s i v e  i n f l u e n c e  o f  t h a t  p a r t i c u l a r  s i n g u l a r i t y  
( p o s s i b l y  a s  l a r g e  a s  10 o r  20% ). To  a v o id  t h i s  i t  w a s  fo u n d  t h a t  t h e  
i n t e r i o r  p o i n t  i n v e s t i g a t e d  s h o u l d  b e  m o r e  t h a n  o n e - h a l f  o f  t h e  l e n g t h  
o f  th e  s e g m e n t  (½Δs)  a w a y  f r o m  t h e  h a r b o r  b o u n d a r y .  If  t h e  w a v e  
f u n c t i o n  d e s i r e d  i s  a t  a  l o c a t i o n  v e r y  c l o s e  to  t h e  b o u n d a r y  i t  c a n  b e  
o b t a i n e d  e i t h e r  b y :  i n t e r p o l a t i n g  b e t w e e n  t h e  v a l u e  a t  t h e  b o u n d a r y  
(E q .  3 . 2 2 )  a n d  t h e  v a l u e  o f  f 2 (x, y) a t  a  p o i n t  w h i c h  i s  a t  a  d i s t a n c e  
o f  a p p r o x i m a t e l y  ½Δs f r o m  th e  b o u n d a r y  o r  b y  r e d u c i n g  t h e  l e n g t h  o f  
t h e  s e g m e n t  to  a l l o w  t h e  i n t e r i o r  p o i n t  o f  i n t e r e s t  to  b e  c l o s e r  t o  t h e  
b o u n d a r y .
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A s  m e n t i o n e d  b e f o r e ,  a  r e s p o n s e  c u r v e  a t  a  p a r t i c u l a r  l o c a t i o n  
i n s i d e  t h e  h a r b o r  d o e s  n o t  n e c e s s a r i l y  s h o w  t h e  m a x i m u m  a m p l i f i c a t i o n  
w i t h i n  t h e  h a r b o r .  T h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  m a x i m u m  a m p l i f i c a t i o n  w i t h i n  
t h e  e n t i r e  b a s i n  p l o t t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  w a v e  n u m b e r  p a r a m e t e r ,  
k a ,  i s  p r e s e n t e d  i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e  o f  F i g .  6 . 4 1 .  T h e  o r d i n a t e  
i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  m a x i m u m  w a v e  a m p l i t u d e  w i t h i n  t h e  h a r b o r ,  r e g a r d ­
l e s s  o f  l o c a t i o n ,  t o  t h e  s t a n d i n g  w a v e  a m p l i t u d e  w i t h  t h e  e n t r a n c e  
c l o s e d .  T h i s  c u r v e  s h o w s  e v e r y  p o s s i b l e  m o d e  o f  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n  
f o r  t h e  r a n g e  o f  k a  t h a t  h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d ,  a s  w e l l  a s  t h e  m a x i m u m  
a m p l i f i c a t i o n  f o r  e a c h  m o d e .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  m a x i m u m  a m p l i ­
f i c a t i o n  d o e s  n o t  a l w a y s  o c c u r  a t  t h e  s a m e  l o c a t i o n  w i t h i n  t h e  h a r b o r  
f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  k a .  T h i s  c a n  b e  s e e n  b y  c o m p a r i n g  F i g .  6 . 4 1  
w i t h  F i g s .  6 . 3 7  t h r o u g h  6 . 4 0 .
T h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f r o m  a  m o d e l  s t u d y  c o n d u c t e d  b y  K n a p p  
a n d  V a n o n i  (1 9 4 5 )  a r e  i n c l u d e d  i n  F i g .  6 . 4 1  f o r  c o m p a r i s o n .  D a t a  
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  h a r b o r  w i t h  a  6 0 0  f t  h a r b o r  o p e n i n g  a r e  r e p r e ­
s e n t e d  b y  o p e n  c i r c l e s  w h i l e  t h e  d a t a  f o r  a  2 0 0 0  f t  o p e n i n g  a r e  r e p r e ­
s e n t e d  b y  s o l i d  c i r c l e s .  T h e  p r o t o t y p e  g a t e  o p e n i n g  c o r r e s p o n d i n g  
to  t h e  p r e s e n t  m o d e l  i s  9 4 0  f t .  I t  s h o u l d  b e  m e n t i o n e d  t h a t  t h e  
o r i g i n a l  d a t a  ( s e e  K n a p p  a n d  V a n o n i ,  1945 , p .  89)  w e r e  p l o t t e d  a s  t h e  
m a x i m u m  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  a s  a  f u n c t i o n  o f  p r o t o t y p e  w a v e  p e r i o d .
I n  o r d e r  to  c o m p a r e  t h e s e  d a t a  w i t h  t h e  p r e s e n t  t h e o r y  t h e  w a v e  p e r i o d  
h a s  b e e n  c o n v e r t e d  t o  t h e  w a v e  p a r a m e t e r ,  k a .  F o r  t h i s  c o n v e r s i o n ,  
t h e  p r o t o t y p e  w a t e r  d e p t h  w a s  t a k e n  a s  a n  a v e r a g e  o f  40  f t ,  a n d  t h e
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F i g .  6 . 4 1  R e s p o n s e  c u r v e  o f  t h e  m a x i m u m  a m p l i f i c a t i o n  f o r  t h e  m o d e l  o f  L o n g  
B e a c h  H a r b o r  c o m p a r e d  w i t h  t h e  d a t a  o f  t h e  m o d e l  s t u d y  b y  
K n a p p  a n d  V a n o n i  (1945)
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p r o t o t y p e  c h a r a c t e r i s t i c  d i m e n s i o n  o f  t h e  h a r b o r  a  = 6 7 6 8  f t  w a s  u s e d .  
( T h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  s h o w n  i n  F i g .  6 . 4 1  c o r r e s p o n d s  to  p r o t o t y p e  
w a v e  p e r i o d s  w h i c h  r a n g e  f r o m  2½ m i n .  to  15 m i n . )
T h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f r o m  K n a p p  a n d  V a n o n i  (1 9 4 5 )  s h o w  
d e c r e a s i n g  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r s  w i t h  d e c r e a s i n g  h a r b o r  o p e n in g  
c o n t r a d i c t i n g  o n e  c o n c l u s i o n  m a d e  i n  t h e  s t u d y  o f  c i r c u l a r  h a r b o r s  
( S u b s e c t i o n  6 . 2 . 2 ) :  d e c r e a s i n g  t h e  h a r b o r  o p e n i n g  i n c r e a s e s  t h e  
w a v e  a m p l i f i c a t i o n  i n  t h e  h a r b o r  a t  r e s o n a n c e .  H o w e v e r ,  i f  o n e  
c o n s i d e r s  t h e  o t h e r  c o n c l u s i o n  m a d e  i n  S u b s e c t i o n  6 . 2 . 2  t h a t  t h e  
v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  o f  e n e r g y  i s  m o r e  i m p o r t a n t  f o r  a  h a r b o r  w i t h  a  
s m a l l e r  o p e n in g  t h i s  c o n t r a d i c t i o n  m a y  b e  r e s o l v e d .  S i n c e  i t  i s  
e n t i r e l y  p o s s i b l e  i n  L o n g  B e a c h  H a r b o r  t h a t  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  f o r  t h e  
h a r b o r  w i t h  a  600  f t  o p e n i n g  i s  s o  l a r g e  c o m p a r e d  to  t h a t  f o r  t h e  
h a r b o r  w i t h  a  2 0 0 0  f t  o p e n in g  t h a t  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  r e s o n a n t  a m p l i ­
f i c a t i o n  d u e  to  c l o s i n g  t h e  e n t r a n c e  i s  m o r e  t h a n  c o m p e n s a t e d  b y  
e n e r g y  d i s s i p a t i o n .  I t  i s  p o s s i b l e  t h a t  i f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  w e r e  
m u c h  l a r g e r  t h a n  2 0 0 0  f t ,  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  a t  r e s o n a n c e  w o u l d  
b e  l e s s ,  t h u s ,  i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  " h a r b o r  p a r a d o x " .  T h i s  h a s  n o t  
b e e n  i n v e s t i g a t e d  i n  t h i s  s t u d y .
B o th  t h e  d a t a  a n d  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 4 1  
m o r e  e m p h a t i c a l l y  s h o w  a n  i m p o r t a n t  r e q u i r e m e n t  o f  h a r b o r  r e s o n a n c e  
s t u d i e s .  T h a t  i s ,  i n  o r d e r  to  i n s u r e  t h a t  c e r t a i n  m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  
a r e  n o t  m i s s e d  i n  h y d r a u l i c  m o d e l  s t u d i e s ,  a  s u f f i c i e n t  s m a l l  i n t e r v a l  
b e t w e e n  w a v e  p e r i o d s  m u s t  b e  u s e d  i n  e v a l u a t i n g  t h e  r e s p o n s e .
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6 . 4 . 3  V a r i a t i o n  o f  W a v e  A m p l i t u d e  I n s i d e  t h e  H a r b o r  f o r  O n e  
M o d e  o f  R e s o n a n t  O s c i l l a t i o n  
E x p e r i m e n t s  w e r e  n o t  c o n d u c t e d  s p e c i f i c a l l y  to  m e a s u r e  
t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  w a v e  a m p l i t u d e  i n s i d e  t h e  L o n g  B e a c h  H a r b o r  m o d e l  
a t  r e s o n a n c e  a s  w a s  d o n e  i n  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  c i r c u l a r  h a r b o r s .  
H o w e v e r  a s  m e n t i o n e d  p r e v i o u s l y ,  t h e  t h e o r e t i c a l  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  
i n s i d e  t h e  h a r b o r  h a d  b e e n  r e a s o n a b l y  c o n f i r m e d  b y  t h e  e x p e r i m e n t s  
s h o w n  i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  o f  F i g s .  6 . 3 7  t h r o u g h  6 . 4 0 .  T h e  
d i s t r i b u t i o n  o f  w a v e  a m p l i t u d e  i n s i d e  t h e  h a r b o r  f o r  o n e  p a r t i c u l a r  
m o d e  o f  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  
h a r b o r  t h e o r y  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 4 2  f o r  a  v a l u e  o f  k a  = 3 . 3 8 .  T h e  
m a g n i t u d e  o f  t h i s  r e s o n a n t  p e a k  c a n  b e  s e e n  i n  a n y  o f  t h e  r e s p o n s e  
c u r v e s  ( F i g s .  6 . 3 7  t h r o u g h  6 . 4 1 ) ;  a t t e n t i o n  i s  d i r e c t e d  to  t h e  f a c t  
t h a t  t h i s  i s  t h e  s e c o n d  l a r g e s t  m a x i m u m  a m p l i f i c a t i o n  a m o n g  t h e  n in e  
r e s o n a n t  m o d e s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 4 1 .  In  t h e  p r o t o t y p e ,  f o r  t h i s  
v a l u e  o f  k a ,  u s i n g  t h e  a v e r a g e  d e p t h  o f  40 f t  t h e  w a v e  p e r i o d  i s  6 . 1  
m i n u t e s .
In  F i g .  6 . 4 2  th e  w a v e  a m p l i t u d e  h a s  b e e n  n o r m a l i z e d  w i t h  
r e s p e c t  to  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  p o i n t  C; t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h i s  
p o s i t i o n  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 3 6 .  P o s i t i v e  w a t e r  s u r f a c e  
d i s p l a c e m e n t s  a r e  s h o w n  b y  s o l i d  l i n e s  a n d  n e g a t i v e  d i s p l a c e m e n t s  
b y  l o n g  d a s h  l i n e s .  T w o  n o d a l  l i n e s  a r e  s e e n ,  o n e  i n  t h e  E a s t  B a s i n  
a n d  o n e  i n  t h e  W e s t  B a s i n  w i t h  m a x i m a  o c c u r r i n g  a t  t h e  e n d s  o f  e a c h  
b a s i n  a n d  t h e  m i n i m u m  o c c u r r i n g  n e a r  t h e  c o n f l u e n c e  o f  t h e  tw o .  F o r
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F i g .  6 . 4 2  T h e  t h e o r e t i c a l  w a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  L o n g  B e a c h  
H a r b o r  m o d e l  ( k a  = 3 .38)
F i g .  6 . 4 3  W a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  i n s i d e  t h e  h a r b o r  m o d e l  of 
K n a p p  a n d  V a n o n i  (1 9 4 5 )  f o r  s i x  m i n u t e  w a v e s  ( k a  = 3 .30) 
( s e e  K n a p p  a n d  V a n o n i  (1 9 4 5 ) ,  p .  133)
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t h i s  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  n e i t h e r  a  n o d e  n o r  a n  
a n t i n o d e  e x i s t s  a t  t h e  e n t r a n c e .
In  t h e  m o d e l  s t u d y  c o n d u c t e d  b y  K n a p p  a n d  V a n o n i  (1 9 4 5 )  m e a s ­
u r e m e n t s  w e r e  m a d e  o f  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  i n s i d e  t h e  
h a r b o r  f o r  v a r i o u s  m o d e s  o f  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n ,  a n d  c o n t o u r  d r a w i n g s  
s i m i l a r  to  F i g .  6 . 4 2  w e r e  c o n s t r u c t e d .  O n e  s u c h  w a v e  a m p l i t u d e  
d i s t r i b u t i o n  i s  s h o w n  i n  F i g .  6 . 4 3 .  I t  i s  a p p a r e n t  f r o m  c o m p a r i n g  
F i g s .  6 . 4 2  to  6 . 4 3  t h a t  i n  t h i s  i n v e s t i g a t i o n  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  m o d e l  
h a s  b e e n  s i m p l i f i e d ,  e s p e c i a l l y  t h e  E a s t  B a s i n .  T h e  c o n t o u r s  of 
c o n s t a n t  w a t e r  s u r f a c e  e l e v a t i o n  a r e  s h o w n  a s  a l l  s o l i d  l i n e s  i n  F i g .
6 . 4 3  s i n c e  t h e  p o s i t i v e  a n d  n e g a t i v e  d i s p l a c e m e n t s  w e r e  n o t  d i f f e r e n t ­
i a t e d  in  t h a t  s t u d y .  I t  i s  s e e n  t h a t  tw o  n o d a l  l i n e s  e x i s t ,  o n e  i n  e a c h  
b a s i n ,  a n d  t h e  m a x i m a  e x i s t  a t  t h e  e n d  o f  e a c h  b a s i n  a s  w e l l  a s  n e a r  
t h e  e n t r a n c e .
B y  c o m p a r i n g  F i g s .  6 . 4 3  to  6 . 4 2  t h e  s i m i l a r i t i e s  i n  t h e  a m p l i ­
t u d e  d i s t r i b u t i o n  a r e  s t r i k i n g .  E x c e p t  f o r  t h e  r e g i o n  n e a r  t h e  e n t r a n c e  
t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  tw o  n o d e s  a n d  t h e  m a x i m a  a r e  s i m i l a r  f o r  t h e  tw o  
m o d e l s  e v e n  t h o u g h  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  m o d e l  u s e d  f o r  p r e s e n t  s t u d y  
h a s  b e e n  s i m p l i f i e d .  D i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  
n e a r  t h e  e n t r a n c e  c a n  p r o b a b l y  b e  a t t r i b u t e d  to  t h e  d i f f e r e n c e  o f  t h e  
" c o a s t l i n e s "  f o r  t h e  tw o  c a s e s .  A n o t h e r  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  tw o  
m o d e l s  w h i c h  m a y  c o n t r i b u t e  to  t h e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  a m p l i t u d e  
d i s t r i b u t i o n  s h o w n  i n  F i g s .  6 . 4 2  a n d  6 . 4 3  i s  t h a t  a l l  b o u n d a r i e s  w e r e  
v e r t i c a l  a n d  t h e  d e p t h  w a s  c o n s t a n t  i n  t h e  m o d e l  o f  t h i s  i n v e s t i g a t i o n  
c o m p a r e d  to  t h e  m o r e  r e a l i s t i c  t r e a t m e n t  o f  t h e  b o u n d a r i e s  a n d  
b a t h y m e t r y  i n  t h e  d i s t o r t e d  h y d r a u l i c  m o d e l  o f  K n a p p  a n d  V a n o n i  ( 19 4 5 ) .
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6 . 4 . 4  V e l o c i t y  a t  t h e  H a r b o r  E n t r a n c e  a s  a  F u n c t i o n  o f  W a v e  
N u m b e r  P a r a m e t e r ,  k a
T h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e s  a n d  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  
p r e s e n t e d  in  S u b s e c t i o n  6 . 2 . 5 . 4  e s t a b l i s h e d  t h e  p r o p o s i t i o n  t h a t  t h e  
f lu i d  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  r e a c h e s  a  m a x i m u m  w h e n  a  
r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n  d e v e l o p s  i n s i d e  t h e  h a r b o r .  F o r  t h e  m o d e l  o f  t h e  
E a s t  a n d  W e s t  B a s i n s  o f  t h e  L o n g  B e a c h  H a r b o r ,  no  v e l o c i t y  
m e a s u r e m e n t s  w e r e  m a d e  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ;  h o w e v e r ,  t h e o r e t i ­
c a l l y  t h i s  v a r i a t i o n  w a s  i n v e s t i g a t e d  u s i n g  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  
t h e o r y .
T h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  a v e r a g e  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e
( n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  to a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  w a v e  n u m b e r
p a r a m e t e r ,  k a ,  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 4 4 .  R e c a l l  t h a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e  o f  t h e  L o n g  B e a c h  H a r b o r  m o d e l  w a s  d i v i d e d  i n to  tw o  
s e g m e n t s  ( s e e  F i g .  6 . 3 6 ) ;  t h u s ,  t h e  o r d i n a t e  in  F i g .  6 . 4 4  r e p r e s e n t s
t h e  a v e r a g e  v a l u e  o f a t  t h e  w a t e r  s u r f a c e  f o r  t h e  tw o
e n t r a n c e  s e g m e n t s .  (A s  b e f o r e ,  t h e  v e l o c i t y  i s  c o m p u t e d  u s i n g  
E q .  6 . 7 . )
I t  i s  s e e n  t h a t  t h e r e  a r e  9 m a x i m a  i n  t h e  r a n g e  o f  k a  p r e s e n t e d  
i n  F i g .  6 . 4 4 ;  t h e  v a l u e s  o f  k a  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e s e  a r e :  0 . 6 1 ,  1 . 5 0 ,  
3 . 3 8 ,  4 . 9 6 ,  5 . 3 0 ,  5 . 7 0 ,  6 . 6 0 ,  7 . 1 0 ,  a n d  7 . 6 4 .  T h e s e  v a l u e s  o f  k a  
a r e  e x a c t l y  t h e  s a m e  a s  t h o s e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  m a x i m a  i n  t h e  
r e s p o n s e  c u r v e  o f  m a x i m u m  a m p l i f i c a t i o n  p r e s e n t e d  i n  F i g .  6 . 4 1 .
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F i g .  6 . 4 4  T o t a l  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a s  a  f u n c t i o n  o f  k a  f o r  t h e  L o n g  B e a c h  
H a r b o r  m o d e l
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T h i s  c l e a r l y  d e m o n s t r a t e s  t h a t  e a c h  m a x i m u m  o f  t h e  t o t a l  e n t r a n c e  
v e l o c i t y  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  a  m o d e  o f  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n  i n s i d e  t h e  
h a r b o r ,  no  m a t t e r  h o w  s m a l l  t h e  v a l u e  o f  t h e  p e a k .
A c u r v e  l i k e  F i g .  6 . 4 1  i s  n o t  e a s y  to  o b t a i n ,  b e c a u s e  i n  o r d e r  to  
o b t a i n  a  v a l u e  o f  t h e  m a x i m u m  a m p l i f i c a t i o n  a n y w h e r e  i n s i d e  t h e  h a r b o r  
f o r  a  p a r t i c u l a r  w a v e  n u m b e r  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  a t  m a n y  p o i n t s  
i n s i d e  t h e  h a r b o r  m u s t  b e  d e t e r m i n e d .  H o w e v e r ,  t h e  c u r v e  s h o w n  i n  
F i g .  6 . 4 4  i s  r e l a t i v e l y  e a s y  to  o b t a i n  s i n c e  o n e  n e e d s  o n ly  t h e  v a l u e s
o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f2, t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e a n d  t h e  d e r i v a t i v e
a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  w h e n  e v a l u a t i n g  t h e  t o t a l  v e l o c i t y  f r o m  E q .  6 . 7 .
F o r  a  h a r b o r  w i t h  a  c o m p l i c a t e d  s h a p e ,  i t  i s  p o s s i b l e  t h a t  a n  
i n t e r a c t i o n  o f  w a v e  m o t i o n  b e t w e e n  i n t e r c o n n e c t e d  b a s i n s  i n s i d e  t h e  
h a r b o r  m a y  d e v e l o p  a n d  p r o d u c e  a  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n  w i t h  o n l y  a  
s m a l l  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  p e a k  
a s s o c i a t e d  w i t h  k a  = 1 .5 0  i n  F i g .  6 . 4 4  i s  i n d e e d  v e r y  s m a l l ;  h o w e v e r ,  
a t  t h i s  v a l u e  o f  k a ,  a  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n  d o e s  e x i s t  i n s i d e  t h e  h a r b o r  
a s  c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  i n  F i g s .  6 . 4 0  a n d  6 . 4 1 .  T h e  
s a m e  i s  t r u e  f o r  k a  = 5 . 3 0  a n d  5 . 7 0  a t  w h i c h  t h e  p e a k s  i n  t h e  v e l o c i t y  
c u r v e  ( F ig .  6 . 44 )  a r e  a l s o  s m a l l ,  b u t  c o n s i d e r a b l e  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n  
d o e s  d e v e l o p  i n  t h e  h a r b o r  a s  s h o w n  i n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  i n  F i g s .  
6 . 3 8 ,  6 . 3 9 ,  a n d  6 . 4 1  ( fo r  k a  = 5 .3 0 )  a n d  F i g s .  6 . 4 0  a n d  6 . 4 1  ( fo r  k a  =
5 . 7 0 ) .  T h e r e f o r e ,  i n  u s i n g  t h i s  m e t h o d  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  p e r i o d s  o f  
t h e  r e s o n a n t  m o d e s  c a r e  m u s t  b e  t a k e n  t h a t  a  s m a l l  i n t e r v a l  i n  w a v e  
p e r i o d  i s  u s e d  i n  t h e  c o m p u t a t i o n s .
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F i g .  6 . 4 4  s h o w s  t h a t  t h e  v e l o c i t y  a t  t h e  e n t r a n c e  f o r  t h e  p u m p i n g  
m o d e  ( k a  = 0 . 6 1 )  i s  n e a r l y  f o u r  t i m e s  t h a t  w h i c h  e x i s t  f o r  a n y  o t h e r  
m o d e  o f  o s c i l l a t i o n .  U s i n g  t h e  p r o t o t y p e  d i m e n s i o n s  d e s c r i b e d  
p r e v i o u s l y  t h e  p e r i o d  of t h i s  m o d e  of o s c i l l a t i o n  i s  a p p r o x i m a t e l y  33 
m i n u t e s  a n d  c o u ld  p o s s i b l y  b e  e x c i t e d  b y  t s u n a m i .  If  t h e  a m p l i t u d e  
o f  a n  i n c i d e n t  w a v e  w e r e  0 . 5  f t  ( u s in g  t h e  a v e r a g e  d e p t h  o f  40 f t )  F i g .
6 . 4 4  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  m a x i m u m  a v e r a g e  e n t r a n c e  v e l o c i t y  f o r  t h i s  
m o d e  w o u ld  b e  a b o u t  10 f p s  a n d  f o r  m o d e s  o f  s m a l l e r  w a v e  p e r i o d  t h e  
v e l o c i t i e s  a r e  i n  t h e  o r d e r  o f  2 f p s .  S u c h  v e l o c i t i e s  c o u ld  c a u s e  
s i g n i f i c a n t  d a m a g e  to  s t r u c t u r e s  l o c a t e d  n e a r  t h e  e n t r a n c e .
T h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  S e c t i o n  6 . 4  h a v e  s h o w n  g o o d  a g r e e m e n t  
b e t w e e n  t h e  t h e o r e t i c a l  a n a l y s i s  a n d  t h e  l a b o r a t o r y  e x p e r i m e n t s  d e m o n ­
s t r a t i n g  a g a i n  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  
to  h a r b o r s  w i t h  c o m p l i c a t e d  p l a n f o r m s  a n d  c o n s t a n t  d e p t h .  T h e  
v a r i a t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  w a v e  
n u m b e r  p a r a m e t e r  k a  p r o v e s  to  b e  a  g o o d  i n d i c a t o r  f o r  r e s o n a n c e  
i n s i d e  t h e  h a r b o r .  I t  h a s  a l s o  b e e n  s h o w n  t h a t  t h e  p r e s e n t  t h e o r e t i c a l  
r e s u l t s  a g r e e  q u a l i t a t i v e l y  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  o b t a i n e d  f r o m  a  
m o d e l  s t u d y  c o n d u c t e d  b y  K n a p p  a n d  V a n o n i  ( 1 9 4 5 ) ,  a l t h o u g h  t h e  p l a n -  
f o r m  o f  t h e  m o d e l  i n v e s t i g a t e d  b y  t h e m  w a s  m o r e  c o m p l i c a t e d  a n d  
a l s o  i n c l u d e d  d e p t h w i s e  v a r i a t i o n s .
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C H A P T E R  7
C O N C L U S IO N S
T h e  m a j o r  o b j e c t i v e  o f  t h e  p r e s e n t  s t u d y  h a s  b e e n  to  i n v e s t i g a t e ,  
b o t h  t h e o r e t i c a l l y  a n d  e x p e r i m e n t a l l y ,  t h e  r e s p o n s e  o f  a n  a r b i t r a r y  
s h a p e d  h a r b o r  (w i th  c o n s t a n t  d e p th )  to  p e r i o d i c  i n c i d e n t  w a v e s .  In  
o r d e r  to  e n s u r e  t h a t  t h e  g e n e r a l  t h e o r y  w h i c h  w a s  d e v e l o p e d  ( t e r m e d  
t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y )  c o u ld  b e  a p p l i e d  to  a  h a r b o r  w i t h  
a  c o m p l i c a t e d  s h a p e  t h i s  t h e o r y  w a s  f i r s t  a p p l i e d  to  tw o  s p e c i a l  s h a p e d  
h a r b o r s :  a  c i r c u l a r  h a r b o r  a n d  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r .  F o r  t h e s e  tw o
c a s e s  d i f f e r e n t  t h e o r i e s  t e r m e d  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  t h e o r y  a n d  th e  
r e c t a n g u l a r  h a r b o r  t h e o r y  w e r e  d e v e l o p e d  a n d  c o m p a r e d  to  t h e  g e n e r a l  
t h e o r y .  E x p e r i m e n t s  w e r e  t h e n  c o n d u c t e d  f o r  t h e  c i r c u l a r  a n d  r e c t a n g u ­
l a r  h a r b o r s  to  v e r i f y  t h e  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n s .  T h e  g e n e r a l  t h e o r y  ( th e  
a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y )  w a s  a l s o  a p p l i e d  to  a  h a r b o r  o f  m o r e  
c o m p l i c a t e d  s h a p e :  a  s i m p l i f i e d ,  c o n s t a n t  d e p t h ,  m o d e l  o f  t h e  E a s t  
a n d  W e s t  B a s i n s  o f  t h e  L o n g  B e a c h  H a r b o r .  E x p e r i m e n t s  w e r e  a l s o  
c o n d u c t e d  to  c o n f i r m  t h e  t h e o r e t i c a l  p r e d i c t i o n s .
F r o m  t h i s  s t u d y  t h e  f o l l o w i n g  m a j o r  c o n c l u s i o n s ,  a p p ly i n g  to  t h e  
c i r c u l a r  h a r b o r s ,  t h e  r e c t a n g u l a r  h a r b o r ,  a n d  t h e  L o n g  B e a c h  H a r b o r  
m o d e l ,  c a n  b e  d r a w n :
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1. T h e  p r e s e n t  l i n e a r - i n v i s c i d - t h e o r y  t e r m e d  t h e  a r b i t r a r y  
s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  p r e d i c t s  t h e  r e s p o n s e  o f  a n  a r b i t r a r y  
s h a p e d  h a r b o r  (w i th  c o n s t a n t  d e p th )  to  p e r i o d i c  i n c i d e n t  
w a v e s  q u i t e  w e l l  e v e n  n e a r  r e s o n a n c e .
2 .  T h e  t h e o r e t i c a l  p r e d i c t i o n  o f  t h e  r e s o n a n t  f r e q u e n c i e s  (o r  
t h e  w a v e  n u m b e r  p a r a m e t e r ,  k a ,  a t  r e s o n a n c e )  a g r e e  w e l l  
w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  T h e  t h e o r e t i c a l  a m p l i f i c a t i o n  
f a c t o r  a t  r e s o n a n c e  i s  g e n e r a l l y  s o m e w h a t  l a r g e r  t h a n  th e  
e x p e r i m e n t a l  d a t a  e s p e c i a l l y  f o r  t h e  r e s o n a n t  m o d e s  a t  
l a r g e r  v a l u e s  o f  k a .
3. T h e  o p e n - s e a  c o n d i t i o n  h a s  b e e n  s i m u l a t e d  p r o p e r l y  i n  t h e  
w a v e  b a s i n  u s e d  f o r  t h e  e x p e r i m e n t s ;  t h e  r e f l e c t i o n  
c o e f f i c i e n t  f o r  t h e  w a v e  e n e r g y  d i s s i p a t o r s  w h i c h  w e r e  u s e d  
i s  e s t i m a t e d  to  b e  l e s s  t h a n  20%  f o r  m o s t  o f  t h e  e x p e r i m e n t s  
w h i c h  w e r e  c o n d u c t e d .
4 .  B e c a u s e  o f  t h e  w a v e  r a d i a t i o n  f r o m  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  to  
t h e  o p e n - s e a  r e g i o n  w h i c h  h a s  b e e n  c o n s i d e r e d  i n  t h i s  
i n v i s c i d  t h e o r y ,  t h e  a m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  
i n s i d e  t h e  h a r b o r  a t  r e s o n a n c e  i s  f i n i t e .  T h e  e f f e c t  o f  
v i s c o u s  d i s s i p a t i o n ,  w h i c h  h a s  n o t  b e e n  c o n s i d e r e d  i n  t h i s  
t h e o r y ,  i s  to  d e c r e a s e  t h e  a m p l i f i c a t i o n  n e a r  r e s o n a n c e  
e v e n  m o r e .
5. T h e  a v e r a g e  t o t a l  v e l o c i t y  a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  
r e a c h e s  a  m a x i m u m  w h e n  a  r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n  d e v e l o p s  
i n s i d e  t h e  h a r b o r ;  t h u s ,  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  a t  t h e
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h a r b o r  e n t r a n c e  w i t h  w a v e  n u m b e r  h a s  b e e n  f o u n d  to  b e  a  
g o o d  i n d i c a t o r  f o r  r e s o n a n c e .
S in c e  a  r e l a t i v e l y  m o r e  d e t a i l e d  s t u d y  h a s  b e e n  m a d e  f o r  c i r c u l a r  
h a r b o r s  s o m e  o f  t h e  i m p o r t a n t  c o n c l u s i o n s  c o n c e r n i n g  t h i s  s h a p e  c a n  b e  
s t a t e d  a s  f o l l o w s :
6 . T h e  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  f o r  a  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  10°  
o p e n in g  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  
a g r e e s  w e l l  w i t h  t h o s e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  
t h e o r y  a n d  t h e  e x p e r i m e n t s .  T h e s e  r e s u l t s  i n c l u d e d  t h e  
r e s o n a n t  w a v e  n u m b e r s ,  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r s ,  t h e  
s h a p e  o f  w a t e r  s u r f a c e  i n s i d e  t h e  h a r b o r  f o r  v a r i o u s  m o d e s  
o f  o s c i l l a t i o n s ,  a n d  c e r t a i n  v e l o c i t i e s  a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e .
7. F o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  w i t h  a  6 0 °  o p e n in g  b o t h  t h e o r i e s  
o n ly  d i f f e r  s l i g h t l y  i n  t h e  p r e d i c t i o n  o f  t h e  v a l u e  o f  t h e  w a v e  
n u m b e r  p a r a m e t e r  (ka)  a t  r e s o n a n c e ;  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  
h a r b o r  t h e o r y  a g r e e s  b e t t e r  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  
i n  t h i s  r e s p e c t .  T h e  s h a p e s  o f  t h e  m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  
a l s o  h a v e  b e e n  p r e d i c t e d  c o r r e c t l y  b y  b o t h  t h e o r i e s ;  t h u s ,  
t h e  s m a l l  e n t r a n c e  a p p r o x i m a t i o n  f o r  t h e  c i r c u l a r  h a r b o r  
t h e o r y  c a n  b e  a p p l i e d  a t  l e a s t  u p  to  a  h a r b o r  o p e n i n g  w i t h  a  
6 0 °  c e n t r a l  a n g l e .
8 . A s  t h e  w i d t h  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i n c r e a s e s ,  t h e  a m p l i ­
f i c a t i o n  a t  r e s o n a n c e  d e c r e a s e s ,  b u t  t h e  w a v e  n u m b e r  b a n d -
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w i d t h  a t  r e s o n a n c e  i n c r e a s e s ;  t h u s ,  t h e  " h a r b o r  p a r a d o x "  
w a s  c o n f i r m e d  b o t h  t h e o r e t i c a l l y  a n d  e x p e r i m e n t a l l y  f o r  
t h i s  s h a p e .
9 . E x p e r i m e n t s  s h o w  t h a t  t h e  e f f e c t  o f  v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  o f  
e n e r g y  w h i c h  i s  n e g l e c t e d  i n  t h e  p r e s e n t  t h e o r i e s  i s  m o r e  
i m p o r t a n t  f o r  h a r b o r s  w i t h  a  s m a l l e r  o p e n in g .
10. T h e r e  a r e  f o u r  m o d e s  of r e s o n a n t  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  r a n g e  
o f  k a  i n v e s t i g a t e d  f o r  t h e  h a r b o r s  w i t h  a  10° a n d  a  6 0 °  
o p e n i n g .  E x c e p t  f o r  t h e  " p u m p i n g  m o d e " ,  w h i c h  d o e s  n o t  
e x i s t  i n  a  c o m p l e t e l y  c l o s e d  c i r c u l a r  b a s i n ,  e a c h  m o d e  
c o r r e s p o n d s  to  a  f r e e  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  i n  t h e  c l o s e d  
b a s i n .  T h e  c o r r e s p o n d i n g  m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  f o r  t h e  tw o  
h a r b o r s  a n d  t h e  c l o s e d  b a s i n  a r e  b a s i c a l l y  s i m i l a r ;  h o w ­
e v e r ,  t h e  d e t a i l e d  s h a p e  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  d i f f e r s  a m o n g  
t h e  t h r e e .
11 . T h e  w a v e  n u m b e r  p a r a m e t e r  (k a )  a t  r e s o n a n c e  a p p r o a c h e s  
t h e  v a l u e  f o r  a  c l o s e d  b a s i n  a s  t h e  e n t r a n c e  w i d t h  d e c r e a s e s .
12. N o a n t i n o d e ,  o r  n o d e ,  e x i s t s  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  
a l t h o u g h  a n  a n t i n o d e  m i g h t  o c c u r  a t  t h a t  p o s i t i o n  f o r  a  
c l o s e d  c i r c u l a r  b a s i n .
13. F o r  a  l a r g e r  e n t r a n c e  w i d t h  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  
a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  v a r i e s  s i g n i f i c a n t l y  f o r  d i f f e r e n t  
m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n .
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14. T h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  r e g a r d i n g  t h e  v a r i a t i o n  o f  e n t r a n c e  
v e l o c i t y  w i t h  t h e  w a v e  n u m b e r  p a r a m e t e r  a g r e e  r e a s o n a b l y  
w e l l  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s .
In  a d d i t i o n  to  t h e  g e n e r a l  c o n c l u s i o n s  t h e  f o l l o w i n g  c o n c l u s i o n s  
c a n  b e  a d d e d  f o r  t h e  r e c t a n g u l a r  h a r b o r :
15. T h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  p r e s e n t  
r e c t a n g u l a r  h a r b o r  t h e o r y  a r e  a l m o s t  i d e n t i c a l  to  t h o s e  
o b t a i n e d  b y  t h e  t h e o r y  o f  I p p e n  a n d  G o d a  ( 19 6 3 ) ;  t h u s ,  a n y  
d i f f e r e n c e  i n  t h e  tw o  m e t h o d s  f o r  e v a l u a t i n g  t h e  r a d i a t e d  
w a v e s  a p p e a r  to  b e  q u i t e  s m a l l .
16. T h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  
h a r b o r  t h e o r y  a p p l i e d  to  t h e  r e c t a n g u l a r  h a r b o r  a g r e e  
b e t t e r  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t s  n e a r  r e s o n a n c e  t h a n  t h e  
r e c t a n g u l a r  h a r b o r  t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  t h i s  s t u d y  o r  t h e  
t h e o r y  o f  I p p e n  a n d  G o d a  ( 19 6 3 ) .  P e r h a p s  t h i s  i s  d u e  to  t h e  
f a c t  t h a t  w h e n  u s i n g  t h e  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  t h e o r y  
t h r e e  s e g m e n t s  w e r e  u s e d  i n  t h e  m a t c h i n g  p r o c e d u r e  w h i l e  
i n  t h e  o t h e r  tw o  t h e o r i e s  o n ly  t h e  a v e r a g e  s o l u t i o n  a c r o s s  
t h e  e n t r a n c e  w a s  m a t c h e d .
17. T h e  p r e s e n t  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a g r e e  b e t t e r  w i t h  t h e  t h e o ­
r e t i c a l  r e s u l t s  t h a n  do  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  o f  I p p e n  a n d  
G o d a  (1 9 6 3 )  e s p e c i a l l y  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  r e s o n a n c e ,  p r o ­
b a b l y  b e c a u s e  t h e  w a v e  b a s i n  u s e d  f o r  p r e s e n t  e x p e r i m e n t s  
i s  b o t h  w i d e r  a n d  l o n g e r  a n d  t h e  p r e s e n t  w a v e  e n e r g y  
d i s s i p a t o r s  a r e  m o r e  e f f i c i e n t  t h a n  i n  t h a t  s tu d y ;  t h u s  t h e
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i n c i d e n t  w a v e  i s  m o r e  n e a r l y  t w o - d i m e n s i o n a l  a n d  t h e
" o p e n - s e a "  c o n d i t i o n  i s  s i m u l a t e d  m o r e  s a t i s f a c t o r i l y .
T h e  f o l l o w i n g  c o n c l u s i o n s  m a y  b e  d r a w n  f o r  t h e  m o d e l  o f  t h e  E a s t  
a n d  W e s t  B a s i n s  o f  t h e  L o n g  B e a c h  H a r b o r  i n  a d d i t i o n  to  t h e  c o n c l u s i o n s  
s t a t e d  e a r l i e r .
18. T h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  a g r e e  w e l l  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  
d a t a  f o r  t h e  r e s p o n s e  a t  f o u r  d i f f e r e n t  p o s i t i o n s  w i t h i n  t h e  
h a r b o r .  T h e  u n i f o r m i t y  o f  a g r e e m e n t  a t  t h e  f o u r  l o c a t i o n s  
s u g g e s t s  t h a t  t h e  t h e o r y  h a s  a l s o  p r e d i c t e d  c o r r e c t l y  t h e  
s h a p e  o f  t h e  v a r i o u s  m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n s .
19. T h e  p r e s e n t  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  a l s o  a g r e e  q u a l i t a t i v e l y  w i t h  
t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  o b t a i n e d  f r o m  a  m o d e l  s t u d y  
c o n d u c t e d  b y  K n a p p  a n d  V a n o n i  (1 9 4 5 )  a l t h o u g h  t h e  p l a n f o r m  
o f  t h e  m o d e l  i n v e s t i g a t e d  b y  K n a p p  a n d  V a n o n i  w a s  m o r e  
c o m p l i c a t e d  a n d  t h e i r  s t u d y  i n c l u d e d  d e p t h w i s e  v a r i a t i o n s .
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F u n c t i o n s ,  T h e  M a c m i l l a n  C o m a p n y ,  N e w  Y o r k .
51. W i l s o n ,  B. W . ( 1 9 5 9 ) ,  " R e s e a r c h  a n d  M o d e l  S t u d i e s  o n  W a v e  
A c t io n  i n  T a b l e  B a y  H a r b o r ,  C a p e  T o w n " ,  T r a n s a c t i o n  o f  
t h e  S o u th  A f r i c a n  I n s t i t u t i o n  o f  C i v i l  E n g i n e e r s ,  V o l . I, 
N o . 6 a n d  7 ( J u n e ,  J u l y  1959);  V o l .  I I ,  N o .  5 (M a y  19 6 0 ) .
52. W i l s o n ,  B. W ., H e n d r i c k s o n ,  J .  A., a n d  K i l m e r ,  R . C. (1 9 6 5 ) ,  
" F e a s i b i l i t y  S tu d y  f o r  a  S u r g e - A c t i o n  M o d e l  o f  M o n t e r e y  
H a r b o r ,  C a l i f o r n i a " ,  R e p o r t  2 - 1 3 6 ,  S c i e n c e  E n g i n e e r i n g  
A s s o c i a t e s ,  S a n  M a r i n o ,  C a l i f o r n i a .
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A W a v e  a m p l i t u d e .
A i I n c i d e n t  w a v e  a m p l i t u d e .
Amax M a x i m u m  w a v e  a m p l i t u d e  w i t h i n  t h e  h a r b o r .
A 1, A 2, A3 F u n c t i o n s  r e p r e s e n t i n g  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  v e l o c i t y  
c o m p o n e n t s  ( d e f i n e d  i n  E q .  3 . 4 1 ) .
a C h a r a c t e r i s t i c  d i m e n s i o n  o f  a  h a r b o r ,  t h e  r a d i u s  o f  a  
c i r c u l a r  h a r b o r .
Bo A f u n c t i o n  r e p r e s e n t i n g  t h e  a v e r a g e  r a d i a t i o n  e f f e c t  a t  
t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  ( d e f i n e d  i n  E q .  4 . 2 7 ) .
bo A c o n s t a n t  e q u a l  t o  - i/2.
b W id th  o f  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r .
C N o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e .
Cˉ A v e r a g e  o f  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  
a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .
C A  v e c t o r  r e p r e s e n t i n g  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  of t h e  w a v e  
f u n c t i o n  a t  t h e  m i d - p o i n t  o f  e a c h  e n t r a n c e  s e g m e n t .
c 1, c 2, c 3 ,
ca , cb
C o n s t a n t s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r  a n d  t h e  
l i n e a r i z a t i o n  p r o c e d u r e .
D D i a m e t e r  o f  t h e  s c r e e n  w i r e s  o f  t h e  w a v e  e n e r g y  
d i s s i p a t o r .
D , D 1, D2 U s e d  i n  A p p e n d i x  I a n d  A p p e n d ix  I I  r e p r e s e n t i n g  v a r i o u s  
d o m a i n s  o f  i n t e r e s t .
d W id th  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .
do D i s t a n c e  f r o m  l e f t - h a n d  b o u n d a r y  o f  t h e  r e c t a n g u l a r  
h a r b o r  to  t h e  l e f t - h a n d  l i m i t  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .
E O u t p u t  v o l t a g e  o f  t h e  h o t - f i l m  a n e m o m e t e r .
e B a s e  o f  t h e  N a p e r i a n  l o g a r i t h m .
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f W a v e  f u n c t i o n  w h i c h  d e s c r i b e s  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  
p o t e n t i a l  i n  t h e  x  a n d  y  d i r e c t i o n s .
f 1 W a v e  f u n c t i o n  i n  R e g i o n  I ( in  t h e  o p e n - s e a ) .
f 2 W a v e  f u n c t i o n  i n  R e g i o n  II ( i n s i d e  t h e  h a r b o r ) .
f3 R a d i a t e d  w a v e  f u n c t i o n .
f i I n c i d e n t  w a v e  f u n c t i o n .
fr R e f l e c t e d  w a v e  f u n c t i o n .
f jo A n  i n f i n i t e  s e r i e s  d e f i n e d  i n  E q .  4 . 2 3  a n d  E q .  A .3 . 3 .
fyo A n  i n f i n i t e  s e r i e s  d e f i n e d  i n  E q .  4 . 2 3  a n d  E q .  A.3 . 6 .
G A n N x  N m a t r i x  d e f i n e d  i n  E q .  3 .17d ( e l e m e n t s  o f  t h e  
m a t r i x  a r e  d e f i n e d  i n  E q s .  3 . 5 9  a n d  3 . 6 0 ) .
Gn A n N  x  N  m a t r i x  d e f i n e d  i n  E q .  3 .17b ( e l e m e n t s  o f  t h e  
m a t r i x  a r e  d e f i n e d  i n  E q s .  3 . 4 3  a n d  3 . 5 7 ) .
g(→x ,  →ξ) G r e e n ' s  f u n c t i o n .
g A c c e l e r a t i o n  d u e  to  g r a v i t y .
H ij R a d i a t i o n  m a t r i x  (a  p  x  p  m a t r i x ,  s e e  E q .  3 . 3 3 ) ,  t h e  
e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  a r e  d e f i n e d  i n  E q s .  3 . 6 2  a n d  3 . 6 3 .
H W a v e  h e i g h t .
H i I n c i d e n t  w a v e  h e i g h t .
Hr R e f l e c t e d  w a v e  h e i g h t .
H t T r a n s m i t t e d  w a v e  h e i g h t .
H o( 1 ) ,  H 1(1) Z e r o  a n d  f i r s t  o r d e r s  o f  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  o f  f i r s t  k i n d .
h W a t e r  d e p th .
I I n d e n t i t y  m a t r i x .
Ia E l e c t r i c a l  c u r r e n t s  to  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r .
i √ - 1 .
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→i ,  →j ,  →k U n i t  v e c t o r s  i n  t h e  d i r e c t i o n s  x ,  y ,  x  r e s p e c t i v e l y .
J m B e s s e l  f u n c t i o n  o f  t h e  f i r s t  k i n d  a n d  o r d e r  m .
J c A n  i n f i n i t e  s e r i e s  d e f i n e d  i n  E q .  4 .2 6 a  a n d  E q .  A.3 . 7 .
Kr R e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t .
K t
T r a n s m i s s i o n  c o e f f i c i e n t .
k W a v e  n u m b e r .
L W a v e  l e n g t h .
ℓ L e n g t h  o f  a  r e c t a n g u l a r  h a r b o r .
l o g L o g a r i t h m  to  t h e  N a p e r i a n  b a s e  ( e  = 2 .7 1 2 8 ) .
M A N x  p m a t r i x  d e f i n e d  i n  E q .  3 . 2 1 .
M c A n i n f i n i t e  s e r i e s  d e f i n e d  i n  E q s .  4 . 1 8  a n d  4 . 1 9 .
M p A p  x  p  m a t r i x  d e f i n e d  i n  E q .  3 . 3 5 ,  (a  m a t r i x  f o r m e d  b y  
t h e  p  r o w s  a n d  p  c o l u m n s  o f  t h e  m a t r i x  M ).
m N u m b e r  o f  l a y e r s  o f  s c r e e n s .
N T o t a l  n u m b e r  o f  s e g m e n t s  i n to  w h i c h  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  
h a r b o r  ( i n c l u d i n g  e n t r a n c e )  i s  d i v i d e d .
n O u t w a r d  n o r m a l  to  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  d o m a i n .
o O r d e r  o f  m a g n i t u d e .
P A N - d i m e n s i o n a l  v e c t o r  r e p r e s e n t i n g  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  
o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a t  t h e  m i d - p o i n t  o f  t h e  s t r a i g h t - l i n e  
s e g m e n t s  o f  t h e  h a r b o r  b o u n d a r y .
p T o t a l  n u m b e r  o f  s e g m e n t s  i n to  w h i c h  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  
i s  d i v i d e d .
Q A f u n c t i o n  u s e d  i n  A p p e n d i x  II  r e p r e s e n t i n g  t h e  c o n t r i ­
b u t i o n  to  t h e  v a l u e  o f  w a v e  f u n c t i o n  a s  t h e  f i e l d  p o i n t  
a p p r o a c h i n g  a  b o u n d a r y  p o i n t .
q (→xo ) S o u r c e  s t r e n g t h  a lo n g  t h e  r e f l e c t i n g  b o u n d a r y  ( s e e  E q .  2 . 3 ) .
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R A m p l i f i c a t i o n  f a c t o r .
Ro R a d i u s  o f  a  l a r g e  c i r c l e .
Rw O p e r a t i n g  r e s i s t a n c e  o f  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r .
r D i s t a n c e  b e t w e e n  p o i n t s  o r  r a d i a l  p o s i t i o n  i n  a  p o l a r  
c o o r d i n a t e s .
S C e n t e r  to  c e n t e r  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  s c r e e n  w i r e s .
S1 O u tp u t  v o l t a g e  o f  t h e  f i r s t  s q u a r i n g  c i r c u i t  o f  t h e  l i n e a r - 
i z e r  o f  t h e  h o t - f i l m  a n e m o m e t e r .
S2 O u tp u t  v o l t a g e  o f  t h e  l i n e a r i z e r  o f  t h e  h o t - f i l m  a n e m o m e t e r .
Sb
O u t p u t  v o l t a g e  o f  t h e  b i a s  c o n t r o l ,  a f t e r  u s i n g  t h e  f i r s t  
s q u a r i n g  c i r c u i t  o f  t h e  l i n e a r i z e r  of t h e  h o t - f i l m  
a n e m o m e t e r .
S o , Sm S p e c i a l  f u n c t i o n s  d e f i n e d  i n  E q .  4 . 3 8 .
Sˉo ,  ˉSm A v e r a g e  o f  S o , Sm a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  ( d e f i n e d  i n
E q .  4 . 3 9 ) .
s T a n g e n t  to  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  d o m a i n  i n  a  c o u n t e r - 
c l o c k w i s e  d i r e c t i o n .
Δs L e n g t h  o f  t h e  b o u n d a r y  s e g m e n t s .
T W a v e  p e r i o d .
t T i m e .
Um A N  x  p  m a t r i x  w i t h  t h e  d i a g o n a l  o f  t h e  f i r s t  p  r o w s  e q u a l  
to  u n i t y ,  a l l  o t h e r  e l e m e n t s  e q u a l  to  z e r o  (E q .  3 . 1 9 ) .
u ,  v , w V e l o c i t y  c o m p o n e n t s  i n  x ,  y ,  z d i r e c t i o n s .
→u V e l o c i t y  v e c t o r  w i t h  c o m p o n e n t s  u ,  v ,  w .
V R e s u l t a n t  f l u i d  v e l o c i t y  i n  t h e  d i r e c t i o n  p e r p e n d i c u l a r  to  
t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  o f  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r .
v * T o t a l  v e l o c i t y  d e f i n e d  a s  (u2 + v 2 + w 2 )½.
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V o* M a x i m u m  t o t a l  v e l o c i t y  w i t h  r e s p e c t  to  t i m e  a t  a  l o c a t i o n .
(V*o )a v e
A v e r a g e  o f  V *o a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .
Vo M a x i m u m  r e s u l t a n t  v e l o c i t y  o f  t h e  c o m p o n e n t s v  a n d  w  
w i t h  r e s p e c t  to  t i m e  a t  a  l o c a t i o n .
(Vo)ave 
A v e r a g e  o f  V o a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .
(Vo )c V a l u e  o f  Vo a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e . 
X A N - d i m e n s i o n a l  v e c t o r  d e f i n e d  i n  E q .  3.1 7a  r e p r e s e n t i n g  
t h e  w a v e  f u n c t i o n  a t  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r .
x C o o r d i n a t e  a x i s  i n  h o r i z o n t a l  d i r e c t i o n  p a r a l l e l  to  t h e  
c o a s t l i n e .
→x P o s i t i o n  v e c t o r  f o r  t h e  p o i n t  (x, y ) .
Ym B e s s e l  f u n c t i o n  o f  t h e  s e c o n d  k i n d  o f  o r d e r  m .
Yc A n i n f i n i t e  s e r i e s  d e f i n e d  i n  E q .  4 .2 6 b  a n d  E q .  A.3 . 9 .
y C o o r d i n a t e  a x i s  i n  h o r i z o n t a l  d i r e c t i o n  p e r p e n d i c u l a r  to  
t h e  c o a s t l i n e .
Z F u n c t i o n  w h i c h  d e s c r i b e s  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  
p o t e n t i a l  i n  d e p t h w i s e  d i r e c t i o n  z .
z C o o r d i n a t e  a x i s  i n  v e r t i c a l  d i r e c t i o n .
( )j
Q u a n t i t i e s  a t  t h e  j t h  s e g m e n t  o f  t h e  b o u n d a r y .
( )s , ( )s s F i r s t ,  s e c o n d  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  t a n g e n t  o f  t h e  b o u n d a r y .
(ˉ ) S p a t i a l  a v e r a g e  v a l u e .
l A p - d i m e n s i o n a l  v e c t o r  w i t h  e a c h  e l e m e n t  e q u a l  to  u n i t y .
α I n t e r i o r  a n g l e  o f  a  b o u n d a r y  p o i n t  ( s e e  F i g .  A.2 . 2 ) .
α 1 , α 2 , α 3 P h a s e  a n g l e s  d e f i n e d  i n  E q .  3 . 4 1 .
αv C a l i b r a t i o n  c o n s t a n t  o f  t h e  h o t - f i l m  s e n s o r .
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βm A c o n s t a n t  d e f i n e d  i n  E q .  4 . 3 3 .
Γ A l a r g e  c i r c l e .
γ E u l e r ' s  c o n s t a n t  ( γ  =  0.5 7 7 2 1 6 .  .  .  .  .  ).
Δ D i f f e r e n c e  o p e r a t o r .
δ K r o n e c k e r  d e l t a .
ϵ R a d i u s  o f  a  c i r c l e .
η D i s p l a c e m e n t  o f  w a t e r  s u r f a c e  e l e v a t i o n  f r o m  t h e  m e a n  
w a t e r  l e v e l .
θ A n g u l a r  p o s i t i o n .
υ K i n e m a t i c  v i s c o s i t y  o f  t h e  f l u i d .
π 3 . 1 4 1 5 9 . 
ρ (n) S u m  o f  a n  i n f i n i t e  s e r i e s ,
ρo A s m a l l  c i r c l e  o r  a  h a l f  c i r c l e  w i t h  a  r a d i u s  ϵ .
σ C i r c u l a r  w a v e  f r e q u e n c y  ( 2 π / Τ ) .
Φ V e l o c i t y  p o t e n t i a l .
φ ( h / L ) D e p t h  e f f e c t  f a c t o r  ( E q .  6 . 1 ) .
φ ο P o t e n t i a l  f u n c t i o n  f o r  s t a n d i n g  w a v e  s y s t e m  (E q .  2 . 3 ) .
φ t T o t a l  p o t e n t i a l  f u n c t i o n  ( d e f i n e d  i n  E q .  2 . 3 ) .
∇ G r a d i e n t  o p e r a t o r .
∇2 L a p l a c i a n  o p e r a t o r .
∂ D B o u n d a r y  o f  a  d o m a i n .
|  | A b s o l u t e  v a l u e .
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A P P E N D I X  I
W E B E R 'S  S O L U T I O N  O F  T H E  H E L M H O L T Z  E Q U A T IO N
T h e  d e r i v a t i o n  o f  W e b e r ' s  s o l u t i o n  o f  t h e  tw o  d i m e n s i o n a l  
H e l m h o l t z  e q u a t i o n  i n  a  b o u n d e d  d o m a i n  ( a s  u s e d  i n  E q .  3 .1 1 ) a n d  a n  
u n b o u n d e d  d o m a i n  ( a s  u s e d  i n  E q .  3 . 2 9 )  w i l l  b e  p r e s e n t e d  i n  t h i s  
a p p e n d i x .  T h i s  s u b j e c t  h a s  b e e n  d i s c u s s e d  b y  B a k e r  a n d  C o p s o n  ( 1 9 5 0 ) ;  
t h e  i n t e r e s t e d  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  to  t h a t  b o o k  f o r  o t h e r  r e l a t e d  t o p i c s  
a s  w e l l .
I .1 W e b e r ' s  S o l u t i o n  i n  a  B o u n d e d  D o m a i n
L e t  ∂ D b e  a  c l o s e d  c u r v e  b o u n d i n g  a  d o m a i n  D i n  t h e  x - y  
p l a n e ,  i f  f  a n d  g a r e  tw o  f u n c t i o n s  w h o s e  f i r s t -  a n d  s e c o n d - o r d e r  p a r t i a l  
d e r i v a t i v e s  a r e  c o n t i n u o u s  w i t h i n  t h e  d o m a i n  D a n d  o n  t h e  b o u n d a r y  3D, 
t h e n  G r e e n ' s  i d e n t i t y  f o r m u l a  g i v e s  ( s e e  K e l l o g  ( 19 5 3 ) ) :
(A.1 .1 )
w h e r e  ∂ / ∂n  m e a n s  d i f f e r e n t i a t i o n  a lo n g  t h e  o u t w a r d  n o r m a l  to  th e  
b o u n d a r y  o f  t h e  d o m a i n .
I f  t h e  f u n c t i o n s  f  a n d  g a r e  b o t h  s o l u t i o n s  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  
H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,
(A.1 .2 )
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t h e n  t h e  r i g h t - h a n d - s i d e  o f  E q .  A.1 .1  e q u a l s  to  z e r o ,  t h u s ,  E q .  A.1 .1  
r e d u c e s  to :
(A.1 .3 )
In  p a r t i c u l a r ,  i f w h e r e  r  d e n o t e s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  a  p o i n t
a n d  i f  t h e  p o i n t l i e s  o u t s i d e  t h e  d o m a i n  D, o n e  o b t a i n s
(A.1 .4 )
H o w e v e r ,  i f l i e s  i n s i d e  t h e  d o m a i n  D, E q .  A.1 . 4  no  l o n g e r
h o l d s  s i n c e h a s  a  l o g a r i t h m i c  s i n g u l a r i t y  a t  t h e  p o i n t
T o  a v o id  t h i s  s i n g u l a r i t y ,  G r e e n ' s
i d e n t i t y  f o r m u l a  w i l l  b e  a p p l i e d  to  t h e  r e g i o n  D 1, b o u n d e d  e x t e r n a l l y  b y
∂ D a n d  i n t e r n a l l y  b y  a  c i r c l e  p w i t h  i t s  c e n t e r  a t a n d  w i t h  r a d i u s  ϵ
( s e e  F i g .  A.1 .1 ) .  T h u s ,  G r e e n ' s  i d e n t i t y  f o r m u l a ,  E q .  A.1 . 1 ,  
b e c o m e s :
(A .1 .5 )
S i n c e  t h e  s i n g u l a r i t y  i s  n o w  o u t s i d e  t h e  d o m a i n  D 1 , b y  t a k i n g
t h e  r i g h t - h a n d - s i d e  o f  E q .  A.1 .5  i s  e q u a l  to  z e r o .  T h u s ,  o n e  o b t a i n s :
(A .1 .6 )
N o te  t h a t  t h e  d i r e c t i o n  o f  n  o n  t h e  b o u n d a r y  ρo a s  s h o w n  i n  t h e  r i g h t -
h a n d - s i d e  o f  E q .  A.1 .6  i s  i n w a r d  t o w a r d  t h e  c e n t e r i . e .  o u t -
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w a r d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  d o m a i n  D 1 ( s e e  F i g .  A.1 .1 ) ;  f o r  
c o n v e n i e n c e  t h i s  d i f f e r e n t i a t i o n  i s  c h a n g e d  t o  t h e  r  d i r e c t i o n  ( n e g a t iv e  
n  d i r e c t i o n ) .  T h u s ,  o n e  o b t a i n s :
(A.1 .7 )
S i n c e  t h e  i n t e g r a l  a r o u n d  t h e  b o u n d a r y  ∂ D d o e s  n o t  d e p e n d  u p o n  t h e  
r a d i u s  ϵ o f  t h e  c i r c l e  ρ o , t h e  r i g h t - h a n d - s i d e  o f  E q .  A.1 .7  c a n  b e  
e v a l u a t e d  a t  a  r a d i u s  ϵ a s  s m a l l  a s  d e s i r e d .  T h u s  t h e  r i g h t - h a n d - s i d e  
o f  E q .  A .1 .7  c a n  b e  w r i t t e n  a s :
(A.1 .8 )
B y  u s i n g  t h e  a s y m p t o t i c  b e h a v i o r  o f  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  f o r
t h e  l i m i t  o f  E q .  A.1 .8  c a n  b e  e v a l u a t e d .  S i n c e  t h e  f u n c t i o n s  f  a n d
a r e  c o n t i n u o u s  a t t h e  s e c o n d  t e r m  a n d  t h e  f i r s t  t e r m  o f  E q .
A .1 .8  c a n  b e  e v a l u a t e d  a s  f o l l o w s :
(A.1.9a)
(A.1.9b)
S u b s t i t u t i n g  E q s .  A .1 .9  a  a n d  b i n t o  E q .  A.1 . 7 ,  o n e  o b t a i n s :
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(A.1 .1 0 )
T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  d u e  to  W e b e r :  
L e t  f b e  a  s o l u t i o n  o f  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n
i n  a  c l o s e d  d o m a i n  D, w h o s e  f i r s t -  a n d  s e c o n d - o r d e r  p a r t i a l  
d e r i v a t i v e s  a r e  c o n t i n u o u s  w i t h i n  a n d  o n  t h e  c l o s e d  b o u n d a r y  ∂ D. 
T h e n  t h e  f u n c t i o n  o f  f  a t  a n y  i n t e r i o r  p o i n t  →x  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s :
w h e r e  r  i s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  i n t e r i o r  p o i n t  x  to  t h e  b o u n d a r y ,  
a n d  ∂ / ∂n  m e a n s  d i f f e r e n t i a t i o n  a lo n g  t h e  o u t w a r d  n o r m a l  to  t h e  
b o u n d a r y  ∂ D.
I .2 W e b e r ' s  S o l u t i o n  i n  a n  U n b o u n d e d  D o m a i n
S u p p o s e  t h e  f u n c t i o n  f  i s  a  s o l u t i o n  o f  t h e  H e l m h o l t z  
e q u a t i o n ,  ∇2 f + k 2 f = 0 , o u t s i d e  t h e  d o m a i n  D, i . e .  i n  t h e  u n b o u n d e d  
d o m a i n ,  w h o s e  f i r s t -  a n d  s e c o n d - o r d e r  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  a r e  c o n ­
t i n u o u s  o n / a n d  o u t s i d e  t h e  c l o s e d  c u r v e  ∂D. T h e n  t h e  G r e e n ' s  i d e n t i t y  
f o r m u l a  c a n  b e  a p p l i e d  to  a  r e g i o n  D 2 b o u n d e d  i n t e r n a l l y  b y  t h e  c l o s e d  
c u r v e  ∂D a n d  e x t e r n a l l y  b y  a  c i r c l e  Γ w i t h  r a d i u s  R o w h i c h  i s  so  c h o s e n  
t h a t  t h e  c i r c l e  Γ e n c l o s e s  t h e  c l o s e d  c u r v e  ∂ D ( s e e  F i g .  A.1 .2 ) .
T h u s ,  f r o m  t h e  t h e o r e m  p r e s e n t e d  i n  S e c t i o n  I .1 o n e  o b t a i n s :
- 2 4 1 -
(A . 1.11)
i f  →x  i s  i n  t h e  d o m a i n  D 2 , w h e r e i n  n  d e n o t e s  t h e  o u t w a r d  n o r m a l  to  t h e  
b o u n d i n g  c u r v e s ,  ∂ D a n d  Γ ( s e e  F i g .  A.1 .2 ) .
T h e  o u t w a r d  n o r m a l  to  t h e  c i r c l e  Γ i s  i n  r  d i r e c t i o n ,  t h u s  E q .
A.1 .1 1  c a n  b e  r e w r i t t e n  a s :
(A.1 .1 2 )
F o r  s i m p l i c i t y ,  t h e  s e c o n d  i n t e g r a l  i n  t h e  r i g h t - h a n d - s i d e  o f  E q .  A .1 .1 2  
i s  d e n o t e d  a s  J ( →x ) .  T h e  r a d i u s  o f  t h e  c i r c l e  Γ, Ro , c a n  b e  m a d e  a s  
l a r g e  a s  d e s i r e d  to  c o v e r  t h e  e n t i r e  u n b o u n d e d  d o m a i n ,  i . e .  Ro→∞.
T h u s  t h e  f u n c t i o n  J ( →x )  c a n  b e  r e w r i t t e n  a s :
(A.1 .1 3 )
T h e  a s y m p t o t i c  b e h a v i o r  o f a n d f o r a r e :
(A.1 .1 4 )
S u b s t i t u t i n g  E q .  A .1 .1 4  i n t o  E q .  A .1 . 1 3 ,  o n e  o b t a i n s :
(A.1 .1 5 )
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T h u s  t h e  f u n c t i o n  J ( →x) t e n d s  to  z e r o ,  i f  t h e  f u n c t i o n :
(A.1 .1 6 )
u n i f o r m l y  w i t h  r e s p e c t  to  θ a s  r  → ∞. T h i s  c o n d i t i o n ,  E q .  A.1 . 1 6 ,  i s  
r e f e r r e d  to  a s  t h e  " S o m m e r f e l d  r a d i a t i o n  c o n d i t i o n " .  A  s u f f i c i e n t
c o n d i t i o n  f o r  t h i s  i s  t h a t  t h e  f u n c t i o n  f  s h o u l d  b e h a v e  l i k e f o r
l a r g e  v a l u e s  o f  r . S in c e  f o r a n d th e
S o m m e r f e l d  r a d i a t i o n  c o n d i t i o n  i s  s a t i s f i e d  a s  r  → ∞:
T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  f o r  t h e  f o l l o w i n g  W e b e r ' s  t h e o r e m  i n  a n  
u n b o u n d e d  d o m a i n :
L e t  f  b e  a  s o l u t i o n  o f w h o s e  f i r s t -  a n d  s e c o n d -
o r d e r  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  a r e  c o n t i n u o u s  o u t s i d e  a n d  o n  a  c l o s e d  
c u r v e  ∂ D a n d  l e t
u n i f o r m l y  w i t h  r e s p e c t  to  θ , a s  r  → ∞, t h e n  t h e  f u n c t i o n  f(→x )  a t  a  
f i x e d  p o i n t  →x  l o c a t e d  o u t s i d e  t h e  d o m a i n  b o u n d e d  b y  ∂ D, i . e .  
i n s i d e  t h e  u n b o u n d e d  d o m a i n ,  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s :
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w h e r e  r  i s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  f i x e d  p o i n t  →x  a n d  t h e  b o u n d a r y  
a n d  n  d e n o t e s  t h e  o u t w a r d  n o r m a l  to  t h e  b o u n d a r y  ∂D ( in  t h e  
d i r e c t i o n  o u t  o f  t h e  u n b o u n d e d  d o m a i n ) .
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F i g .  A.1 .1  D e f i n i t i o n  s k e t c h  f o r  a  b o u n d e d  d o m a i n
F i g .  A.1 .2  D e f i n i t i o n  s k e t c h  f o r  a n  u n b o u n d e d  d o m a i n
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A P P E N D I X  II
D E R I V A T I O N  O F  E Q .  3 . 1 2
T h e  W e b e r ' s  s o l u t i o n  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  
e x p r e s s e d  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f  a t  a n  i n t e r i o r  p o i n t  →x  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  
w a v e  f u n c t i o n  a n d  i t s  n o r m a l  d e r i v a t i v e  a t  t h e  b o u n d a r y  a s  f o l l o w s  
( s e e  a l s o  E q .  3 . 1 1 ) :
(A.2 . 1 )
I n  o r d e r  to  d e t e r m i n e  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f(→x o ) a l o n g  t h e  b o u n d a r y ,  t h e  
f i e l d  p o i n t  →x  i s  a l l o w e d  to  a p p r o a c h  t h e  b o u n d a r y  a t  a  p o i n t  →x i ; t h e  p a t h  
o f  i n t e g r a t i o n  i s  d e f o r m e d  a r o u n d  a  s m a l l  h a l f  c i r c l e ,  ρ o , w i t h  r a d i u s  
ϵ ( s e e  F i g .  A.2 . 1 ) .  T h e n  E q .  A.2 . 1  c a n  b e  w r i t t e n  a s :
( A . 2 . 2 )
T h e  r a d i u s  o f  t h e  h a l f  c i r c l e  ρ o , ϵ , c a n  b e  m a d e  to  a p p r o a c h  z e r o ,  
i . e .  ϵ → 0; u s i n g  t h e  d e f i n i t i o n  o f  C a u c h y  p r i n c i p a l  v a l u e  E q .  A.2 . 2  c a n  
t h u s  b e  r e w r i t t e n  a s :
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(A.2 . 3 )
w h e r e  t h e  f i r s t  i n t e g r a l  r e p r e s e n t s  t h e  C a u c h y  p r i n c i p a l  v a l u e  a n d  t h e
s e c o n d  t e r m , Q(→x i ), r e p r e s e n t s  t h e  l i m i t  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  a l o n g  t h e
s m a l l  h a l f  c i r c l e  p a s  ϵ → 0. T h i s  l i m i t  v a l u e ,  Q(→x i ), c a n  b e  e v a l u a t e d
b y  t h e  p r o c e d u r e s  w h i c h  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  t h e  f o l l o w i n g .
S i n c e  a lo n g  t h e  s m a l l  h a l f  c i r c l e  ρ o , t h e  d i r e c t i o n  o f  n  i s  i n  t h e
d i r e c t i o n  o f  r ,  t h e  f u n c t i o n  Q(→x i ) c a n  b e  r e w r i t t e n  a s :
(A.2 . 4 )
T h e  a s y m p t o t i c  f o r m u l a s  o f  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n s  f o r  v e r y  s m a l l  
a r g u m e n t  ( r  → 0) a r e :
(A.2 . 5 )
S u b s t i t u t i n g  E q .  A.2 . 5  i n t o  E q .  A.2 . 4  o n e  o b t a i n s :
(A.2 . 6 )
s i n c e  a s  ϵ → 0 t h e  l i m i t  o f  t h e  s e c o n d  i n t e g r a l  i n  E q .  A .2 . 6  i s  z e r o .
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S u b s t i t u t i n g  E q .  A.2 . 6  i n to  E q .  A.2 . 3 ,  i t  b e c o m e s :
(A.2 . 7 )
w h e r e
I f  t h e  p o i n t  →x i  i s  a  c o r n e r  p o i n t  o n  t h e  b o u n d a r y  ( s e e  F i g .  A.2 . 2 ) ,  
t h e  r e s u l t  o f  E q .  A .2 . 1 a s  →x  a p p r o a c h i n g  →x i  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s :
(A.2 . 8 )
w h e r e  t h e  i n t e r i o r  a n g l e  a  i s  d e f i n e d  i n  F i g .  A .2 . 2 .  F o r  a  s m o o t h  
c u r v e  α  i s e q u a l  t o  π ,  t h u s  E q .  A .2 . 8  i s  i d e n t i c a l  to  E q .  A.2 . 7 .
( T h e  a p p r o a c h  u s e d  f o r  t h e s e  d e r i v a t i o n s  c a n  a l s o  b e  fo u n d  i n  a  
n u m b e r  o f  b o o k s ;  f o r  e x a m p l e ,  s e e  M u s k h e l i s h v i l i  (1 9 4 6 )  a n d  D e t t m a n  
( 1 9 6 5 ) . )
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F i g .  A.2 . 1 D e f i n i t i o n  s k e t c h  f o r  a n  i n t e r i o r  p o i n t  a p p r o a c h i n g  a  
b o u n d a r y  p o i n t  o n  a  s m o o t h  c u r v e .
F i g .  A.2 . 2  D e f i n i t i o n  s k e t c h  f o r  a n  i n t e r i o r  p o i n t  a p p r o a c h i n g  a  
c o r n e r  p o i n t  a t  t h e  b o u n d a r y
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A P P E N D I X  III
E V A L U A T I O N  O F  T H E  F U N C T I O N S  f jo , fy o , J c , A N D  Yc   
I I I .1 T h e  E v a l u a t i o n  o f  t h e  F u n c t i o n  f jo
T h e  f u n c t i o n  f jo i n  E q .  4 . 2 3  i s  d e f i n e d  a s :  
 
(A.3 . 1)
w h e r e  Δs i s  t h e  w i d t h  o f  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  T h e  B e s s e l  f u n c t i o n  
J o ( k r )  i n  E q .  A .3 . 1  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  i n  a n  i n f i n i t e  s e r i e s  a s :
(A.3 . 2 )
S u b s t i t u t i n g  E q .  A .3 . 2  i n t o  E q .  A .3 . 1  a n d  i n t e r c h a n g i n g  t h e  o r d e r  
o f  i n t e g r a t i o n  a n d  s u m m a t i o n  o n e  o b t a i n s :
( A . 3 . 3 )
I I I .  2 T h e  E v a l u a t i o n  o f  t h e  F u n c t i o n  f yo
T h e  f u n c t i o n  fyo i n  E q .  4 . 2 3  i s  d e f i n e d  a s :   
(A.3 . 4 )
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T h e  B e s s e l  f u n c t i o n  Y o ( k r )  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  i n  a n  i n f i n i t e  s e r i e s  a s :
(A.3 . 5 )
w h e r e :  γ  = 0 . 5 7 7 2 1 5 7  . . . . . . i s  t h e  E u l e r ' s  c o n s t a n t ,
a n d  J o ( k r )  i s  d e f i n e d  i n  E q .  A.3 . 2
T h u s ,  s u b s t i t u t i n g  E q .  A.3 . 5  i n t o  E q .  A .3 . 4  a n d  i n t e r c h a n g i n g  t h e  
o r d e r  o f  i n t e g r a t i o n  a n d  s u m m a t i o n  o n e  o b t a i n s :
( A . 3 . 6 )
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I II .  3 T h e  E v a l u a t i o n  o f  t h e  F u n c t i o n  J c
A c c o r d i n g  to  E q s .  4 . 2 4  a n d  4 . 2 5 ,  t h e  f u n c t i o n  J c Δ s i s
e q u a l  to  t h e  a v e r a g e  o f  fyo (x, 0) a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e .  T h u s ,
t h e  f u n c t i o n  J c c a n  b e  e v a l u a t e d  a s  f o l l o w s :  
(A.3 . 7 )
I I I .  4 T h e  E v a l u a t i o n  o f  t h e  F u n c t i o n  Y c
T h e  f u n c t i o n  Yc Δ s i s  e q u a l  to  t h e  a v e r a g e  o f  fyo (x, 0) 
 
a c r o s s  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ;  t h e r e f o r e ,  t h e  f u n c t i o n  Y c c a n  b e  
e v a l u a t e d  a s  f o l l o w s :
(A.3 . 8 )
S u b s t i t u t i n g  E q .  A.3 . 6  i n to  E q .  A.3 . 8  a n d  i n t e r c h a n g i n g  th e  o r d e r  o f  
i n t e g r a t i o n  a n d  s u m m a t i o n ,  a f t e r  p e r f o r m i n g  t h e  i n t e g r a t i o n  th e  
f u n c t i o n  Y c c a n  b e  e x p r e s s e d  a s :
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(A.3 . 9 )
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A P P E N D I X  IV
S U M M A R Y  O F  T H E  S T R O K E S  O F  T H E  W A V E  G E N E R A T O R  
U S E D  IN  E X P E R I M E N T A L  S T U D I E S
H a r b o r  M o d e l
S t r o k e  o f  W a v e  
G e n e r a t o r  
( i n c h e s )
R a n g e  o f  k a  
C o v e r e d  i n  
E x p e r i m e n t s
0 . 1 2 8 3 . 1 8 0  ~  3 . 1 9 0
0 . 2 9 5 3 . 7 6 7  ~  3 . 9 5 9
0 . 4 2 4 3 . 1 8 8
C i r c u l a r  H a r b o r  
( 1 0 °  O p e n in g )
0 . 6 7 3 0 . 9 7 6  ~  3 . 2 9 3
0 . 7 5 8 0 . 2 3 1  ~  0 . 5 2 2
0 . 7 9 2 0 . 3 3 7  ~  1 .9 9 1
0 . 8 4 2 0 . 3 3 7  ~  3 . 9 4 0
C i r c u l a r  H a r b o r 0 . 4 2 5 0 . 3 6 5  ~  4 . 1 2 3
(6 0 °  O p e n in g ) 0 . 7 5 8 0 . 1 2 9  ~  0 . 8 5 2
0 . 2 9 4 1 .7 3 5  ~  5 . 0 1 0
R e c t a n g u l a r 0 . 6 7 5 1 .4 9  ~  2 . 0 8
H a r b o r
0 . 8 3 5 0 . 7 6 5  ~  1 .6 4 8
L o n g  B e a c h 0 . 4 2 3 3 . 7 4 6  ~  7 .9 8 5
H a r b o r 0 . 7 5 8 0 . 4 2 0  ~  3 . 6 0 0
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A P P E N D I X  V
C O M P U T E R  P R O G R A M
T h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  r e s p o n s e  o f  a n  a r b i t ­
r a r y  s h a p e d  h a r b o r  to  t h e  p e r i o d i c  i n c i d e n t  w a v e s  w h i c h  a r e  n o r m a l  to  
t h e  c o a s t l i n e  a n d  t h a t  u s e d  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  t o t a l  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e  a r e  c o n t a i n e d  in  t h i s  a p p e n d i x .
In  o r d e r  to  i l l u s t r a t e  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e s e  c o m p u t e r  p r o g r a m s  
th e  s p e c i f i c  e x a m p l e  o f  th e  m o d e l  o f  t h e  E a s t  a n d  W e s t  B a s i n s  o f  t h e  
L o n g  B e a c h  H a r b o r  w i l l  b e  u s e d .  C e r t a i n  i n p u t  d a t a  c o r r e s p o n d i n g  to  
t h i s  h a r b o r  m o d e l  w i l l  b e  l i s t e d  a n d  t h e  o u t p u t  u s i n g  t h e s e  p r o g r a m s  w i l l  
b e  s h o w n ;  t h e s e  r e s u l t s  c o r r e s p o n d  to  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  d i s c u s s e d  
i n  t h e  t e x t .
V .1. C o m p u t e r  P r o g r a m  f o r  t h e  R e s p o n s e  o f  a n  A r b i t r a r y  S h a p e d  H a r b o r  
T h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  a n d  a  s u b r o u t i n e  ( C S L E C D )  f o r  c a l c u l a t i n g  
t h e  r e s p o n s e  o f  a n  a r b i t r a r y  s h a p e d  h a r b o r  to  t h e  p e r i o d i c  i n c i d e n t  w a v e s  
w h i c h  a r e  n o r m a l  to  t h e  c o a s t l i n e  a r e  c o n t a i n e d  i n  p p .  2 5 8  to  2 6 0 .
T h e  i n p u t  d a t a  t h a t  a r e  n e e d e d  i n  u s i n g  t h i s  p r o g r a m  a r e :
(i) t h e  n u m b e r  o f  b o u n d a r y  s e g m e n t s  i n c l u d i n g  t h e  h a r b o r  
e n t r a n c e  (N) a n d  t h e  n u m b e r  of e n t r a n c e  s e g m e n t s  (N P ) ,
(ii)  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  b e g i n n i n g  a n d  t h e  e n d  o f  e a c h  
b o u n d a r y  s e g m e n t  ( P X ( I ) ,  P Y ( I ) ),
( i i i )  t h e  v a l u e  o f  th e  c h a r a c t e r i s t i c  d i m e n s i o n  (A), w a t e r  d e p t h  
( D E P T H ) ,  a n d  t h e  w i d t h  o f  t h e  h a r b o r  o p e n in g  (H A O P ) ,  (T h e
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w i d t h  o f  t h e  h a r b o r  o p e n in g  w i l l  n o t  b e  u s e d  f o r  c a l c u l a t i o n  
r a t h e r  i t  i s  u s e d  f o r  i d e n t i f i c a t i o n  o n ly . )
(iv) t h e  n u m b e r  o f  i n t e r i o r  p o i n t s  to  b e  c a l c u l a t e d  (M) a n d  th e  
c o o r d i n a t e s  o f  t h e s e  i n t e r i o r  p o i n t s  ( P X ( I ) ,  P Y (I ) ), a n d
(v) t h e  i n c i d e n t  w a v e  n u m b e r  (K).
T h e s e  i n p u t  d a t a  f o r  t h e  L o n g  B e a c h  H a r b o r  m o d e l  f o r  o n e  p a r t i ­
c u l a r  w a v e  n u m b e r  (k  = 2.35 f t  -1) a r e  l i s t e d  i n  p .  2 6 1 .  T h e  c o o r d i n a t e s  
o f  75 b o u n d a r y  s e g m e n t s  a n d  90 i n t e r i o r  p o i n t s  a r e  a r r a n g e d  a c c o r d i n g  
to  t h e  c o o r d i n a t e s  u s e d  i n  F i g .  6 . 3 6 .  T h u s ,  p o i n t  A  o f  F i g .  6 . 3 6  
c o r r e s p o n d s  to  M E S S  (26 ) ,  p o i n t  B c o r r e s p o n d s  to  M E S S  (88),  p o i n t  C 
c o r r e s p o n d s  to  M E S S  (81),  a n d  p o i n t  D c o r r e s p o n d s  to  M E S S  (68).
T h e  o u t p u t  d a t a  f o r  t h e  L o n g  B e a c h  H a r b o r  m o d e l  a r e  p r e s e n t e d  
o n  p p .  2 6 2  to  2 6 3 .  T h e y  c o n t a i n  t h e  c o m p l e x  v a l u e  a n d  t h e  a b s o l u t e  
v a l u e  of t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  ( D F D C )  a t  t h e  c e n t e r  
o f  t h e  tw o  e n t r a n c e  s e g m e n t s ,  t h e  c o m p l e x  v a l u e  a n d  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  
o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f o r  t h e  75 b o u n d a r y  s e g m e n t s ,  (Q (I, 1 ) ) ,  a n d  th e  
c o m p l e x  v a l u e  a n d  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  ( F 2 )  f o r  t h e  
90 i n t e r i o r  p o i n t s .  T h e  r e s u l t s  of t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  F 2  a t  t h e  m e s h  
p o i n t  N o . 2 6 ,  8 8 ,  8 1 ,  a n d  68 c o r r e s p o n d  to  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  s h o w n  
i n  F i g s .  6. 37 to  6 . 40 f o r  k a  = 3.3 8 4 .  T h e  o u t p u t  v a l u e  o f  F 2 M A X  c o r r e s ­
p o n d s  to  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t  s h o w n  i n  F i g .  6 . 4 1  f o r  t h e  s a m e  v a l u e  o f  
k a .  T h e  o u t p u t  v a l u e s  o f  F R A  f o r  t h e  90 m e s h  p o i n t s  c o r r e s p o n d  to  t h e  
w a v e  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  c u r v e  s h o w n  i n  F i g .  6 . 4 2  ( e x c e p t  t h e  s ig n  
h a s  b e e n  r e v e r s e d ) .
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I t  s h o u ld  b e  n o t e d  t h a t  t h e  p r o g r a m s  a r e  w r i t t e n  s o  t h a t  c a l c u l a t i o n s  
f o r  o t h e r  w a v e  n u m b e r s  c a n  b e  m a d e  a f t e r  t h e  c a l c u l a t i o n s  f o r  t h e  f i r s t  
w a v e  n u m b e r  a r e  c o m p l e t e d .  T h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  i s  w r i t t e n  i n  
F O R T R A N  IV  c o m p a t i b l e  to  I B M  3 6 0 / 7 5  d i g i t a l  c o m p u t e r .
S o m e  o f  t h e  s y m b o l s  u s e d  i n  t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  a r e  d e f i n e d  i n  
t h e  f o l l o w in g :
N = T o t a l  n o .  o f  s e g m e n t s  i n to  w h i c h  t h e  b o u n d a r y  i s  d i v i d e d .
N P = T o t a l  n o .  o f  s e g m e n t s  i n to  w h i c h  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i s  
d i v i d e d .
M = T o t a l  n o .  o f  i n t e r i o r  p o i n t s  to  b e  c a l c u l a t e d .
N S E G ( l ) = N u m b e r  w h i c h  d e f i n e s  t h e  b o u n d a r y  s e g m e n t s  ( i n c l u d in g  
t h e  h a r b o r  e n t r a n c e ) .
P X (I ) = T h e  x - c o o r d i n a t e  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  i t h  s e g m e n t  o f  
t h e  b o u n d a r y  ( a l s o  u s e d  a s  t h e  x - c o o r d i n a t e  o f  t h e  i n t e r i o r  
p o i n t s ) .
P Y (I ) = T h e  y - c o o r d i n a t e  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  i th  s e g m e n t  of 
t h e  b o u n d a r y  ( a l s o  u s e d  a s  t h e  y - c o o r d i n a t e  o f  t h e  i n t e r i o r  
p o i n t s ).
X(I) T h e  x - c o o r d i n a t e  o f  t h e  m i d - p o i n t  o f  t h e  i th  s e g m e n t  o f  
t h e  b o u n d a r y .
Y(I) = T h e  y - c o o r d i n a t e  o f  t h e  m i d - p o i n t  o f  t h e  i th  s e g m e n t  o f  
t h e  b o u n d a r y .
M E S S (I ) = N u m b e r  w h i c h  d e f i n e s  a  p a r t i c u l a r  i n t e r i o r  p o i n t .
A = C h a r a c t e r i s t i c  d i m e n s i o n  o f  t h e  h a r b o r  (a).
H A O P = H a r b o r  o p e n in g  i n  f t .
D E P T H = W a t e r  d e p t h  i n  f t .
K = W a v e  n u m b e r .
E K A = W a v e  n u m b e r  p a r a m e t e r  (k a ) .
R ( I , J ) = D i s t a n c e  b e t w e e n  f i e l d  a n d  s o u r c e  p o i n t s .
D X (I) = C h a n g e s  i n  x - c o o r d i n a t e s  b e t w e e n  t h e  b e g i n n i n g  a n d  t h e  
e n d  o f  t h e  i t h  b o u n d a r y  s e g m e n t .
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DY (I) = C h a n g e s  i n  y - c o o r d i n a t e s  b e t w e e n  t h e  b e g i n n i n g  a n d  th e  
e n d  o f  t h e  i t h  b o u n d a r y  s e g m e n t .
DS(I) = L e n g t h  o f  t h e  i t h  b o u n d a r y  s e g m e n t .
P E R T = W a v e  p e r i o d .
D F D N = A n  N x p  m a t r i x ,  e q u i v a l e n t  to  t h e  m a t r i x  Um d e f i n e d  i n  
E q .  3 . 1 9 .  
D R D N = ∂ r / ∂n .
XSS = x s s  ( s e e  E q .  3 .5 8 b ) .
YSS = y s s  ( s e e  E q .  3 .5 8 b ) .
G (I,  J ) = A n  N x N  m a t r i x  d e f i n e d  i n  E q s .  3 . 1 5 ,  3 . 5 9  a n d  3 . 6 0 .
Q (I , J ) = A n  N x p  m a t r i x ,  e q u a l  to  t h e  m a t r i x  b o G U m , d e f i n e d  i n  E q .  3.2 0 .
C S L E C D = A s u b r o u t i n e  f o r  s o l v i n g  c o m p l e x  s y s t e m s  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s .
Q (I ,  J ) = A n  N x p  m a t r i x  e q u a l  to  t h e  m a t r i x  M  d e f i n e d  in  E q .  3 . 2 1  
( a f t e r  t h e  s t a t e m e n t  C A L L  C S L E C D ) .
Q (I , 1) = C o m p l e x  n u m b e r s  r e p r e s e n t i n g  t h e  v a l u e  o f  f 2 a t  t h e  
b o u n d a r y  o f  t h e  h a r b o r  ( a f t e r  s t a t e m e n t  2 3 5 ) .
A B B F ( I ,  1) = A b s o l u t e  v a l u e  o f  f2 a t  t h e  b o u n d a r y .
D F D C ( I ,  1) = N o r m a l  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  
(∂f 2 / ∂n  a t  t h e  e n t r a n c e ) .
A D F D C (I , 1)= A b s o l u t e  v a l u e  o f  D F D C  (I, 1).
H (I ,  J ) = A p x p  m a t r i x ,  d e f i n e d  i n  E q s .  3 . 3 3 ,  3 . 6 2 ,  a n d  3 . 6 3 .
F 1 (I) = T h e  c o m p l e x  v a l u e  o f  f  f o r  t h e  i n t e r i o r  p o i n t s .
F 2 ( I ) = A b s o l u t e  v a l u e  o f  f ,  w i t h  t h e  s i g n  e q u a l  to  t h a t  o f  t h e  r e a l  
p a r t  o f  f  ( fo r  t h e  i n t e r i o r  p o i n t s ) .
F R  (I) T h e  r a t i o  o f  F 2 ( I )  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  m a x i m u m  
v a l u e  F 2 M A X .
M A X M IN = S u b r o u t i n e  t o  f in d  m a x i m u m  a n d  m i n i m u m  e l e m e n t s  o f  a n  a r r a y .
C = - i / 2 .  D = - i / 4 .
A N (I ,  J )  = A  m a t r i x  d e f i n e d  a s w h e r e  Gn i s  a  N x N  m a t r i x ,  
d e f i n e d  i n  E q s .  3 . 1 5 ,  3 . 4 3 ,  a n d  3 . 5 7 .
T E M P (x s y s s  - x s s y s ) ( s e e  E q .  3 . 57 ) .
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COMPUTER PROGRAM FOR THE RESPONSE OF AN A R B I T R A R Y  SHAPED HARBOR TO 
P ER I O D I C  IN C ID E N T  WAVES
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DATA INPUT
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DATA OUTPUT
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V. 2. C o m p u t e r  P r o g r a m  f o r  t h e  T o t a l  V e l o c i t y  a t  t h e  H a r b o r  E n t r a n c e
T h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  f o r  t h e  t o t a l  v e l o c i t y  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  i s  
p r e s e n t e d  o n  p .  2 6 6 .  T h e  c a l c u l a t i o n s  a r e  b a s e d  on  E q .  6 . 7  w h i c h  c o m e s  
f r o m  E q .  3 . 4 1 .  A  s p e c i f i c  e x a m p l e  ( th e  c a l c u l a t i o n  o f  t o t a l  v e l o c i t y  a t  
t h e  e n t r a n c e  o f  t h e  L o n g  B e a c h  H a r b o r  m o d e l )  i s  p r e s e n t e d  f o r  k  = 2 .35 f t  -1 .
T h e  i n p u t  d a t a  a r e :
(i) t h e  c h a r a c t e r i s t i c  d i m e n s i o n  (A  =  1 . 4 4  f t ) ,  w a t e r  d e p t h  (H  =  1. 0  f t ) ,
( ii)  t h e  n u m b e r  o f  v e r t i c a l  p o s i t i o n s  (M  =  1), t h e  n u m b e r  o f  i n c i d e n t
w a v e  n u m b e r s  (N  =  1), a n d  t h e  n u m b e r  o f  e n t r a n c e  s e g m e n t s  ( L  =  2) 
to  b e  u s e d ,
( i i i )  t h e  v a l u e  o f  t h e  v e r t i c a l  c o o r d i n a t e  (Z  = 0 . 0 ),
( iv) t h e  w a v e  n u m b e r  (K  = 2 .35 f t  -1),
(v) t h e  c o m p l e x  v a l u e  o f  th e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f o r
t h e  tw o  e n t r a n c e  s e g m e n t s , ( - 1 . 0 4 2 0 ,  - 9 . 8 1 5 7 )  a n d  ( - 0 . 9 5 0 7 ,  - 8 . 7 4 1 5 ) ,  
a n d  t h e  c o m p l e x  v a l u e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f o r  t h e  tw o  e n t r a n c e  s e g m e n t s ,  
( 0 . 2 5 2 8 ,  1 .5 2 0 0 )  a n d  ( 0 .2 4 8 4 ,  1 . 4 6 0 2 ) .  T h e s e  i n p u t  d a t a  a r e  o b t a i n e d  
f r o m  th e  o u t p u t  d a t a  s h o w n  o n  p .  262; t h e  f i r s t  n u m b e r  i n s i d e  th e  
b r a c k e t  r e f e r s  to  t h e  r e a l  p a r t  o f  t h e  c o m p l e x  n u m b e r ,  a n d  th e  s e c o n d  
n u m b e r  r e f e r s  to  t h e  i m a g i n a r y  p a r t . )
T h e s e  d a t a  a r e  s h o w n  o n  p .  266  u n d e r  t h e  h e a d i n g  o f  D A T A  I N P U T .
T h e  o u t p u t  d a t a  a r e  a l s o  l i s t e d  o n  p .  2 6 6  u n d e r  t h e  h e a d i n g  o f  D A T A
O U T P U T .  T h e  v a l u e  of ( d e n o t e d  i n  t h e  p r o g r a m  a s  V N W ) 
l i s t e d  ( 6 .5 6 8 9 )  c o r r e s p o n d s  to  t h e  r e s u l t  s h o w n  i n  F i g .  6 . 4 4  f o r  k a  =  3 .3 8 4 .
(It s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  f o r  c o n v e n i e n c e  s o m e  s t a t e m e n t s  i n  t h e  p r o g r a m  
a r e  w r i t t e n  f o r  t h i s  s p e c i f i c  e x a m p l e ,  i . e .  tw o  e n t r a n c e  s e g m e n t s ,  to  f a c i l i t a t e  
t h e  c a l c u l a t i o n ) .
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S o m e  o f  t h e  s y m b o l s  u s e d  i n  t h e  p r o g r a m  a r e  l i s t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g :
V N W (I)  = A v e r a g e d  t o t a l  v e l o c i t y  a c r o s s  t h e  e n t r a n c e  n o r m a l i z e d  w i t h  
r e s p e c t  to  t h e  m a x i m u m  h o r i z o n t a l  w a t e r  p a r t i c l e  v e l o c i t y  in  
s h a l l o w  w a t e r  f o r  K (I ) .  ( T h i s  q u a n t i t y  i s  e q u i v a l e n t  to
s e e  E q .  6 . 7 . )
Z ( J ) = V e r t i c a l  p o s i t i o n s  (z) .
K (I) = W a v e  n u m b e r s  (k).
K A (I) = W a v e  n u m b e r  p a r a m e t e r  a s s o c i a t e d  w i t h  K (I)  (ka) .
C F ( I ,  J ) = T h e  c o m p l e x  v a l u e  o f  f 2 a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  K (I)  a n d  
t h e  J t h  e n t r a n c e  s e g m e n t .
D F ( I ,  J ) = T h e  c o m p l e x  v a l u e  o f  ∂f 2/ ∂n  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  K (I)  
a n d  t h e  J t h  e n t r a n c e  s e g m e n t .
D F X ( I ,  J ) = T h e  c o m p l e x  v a l u e  o f  ∂f 2 / ∂x  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  K (I)  
a n d  t h e  J t h  e n t r a n c e  s e g m e n t .
D F X R ( I ,  J ) = T h e  r e a l  p a r t  o f  ∂f 2/ ∂x  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  K (I)  a n d  th e  
J t h  e n t r a n c e  s e g m e n t .
D F X I ( I ,  J ) = T h e  i m a g i n a r y  p a r t  o f  ∂f2/ ∂x  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  K (I)  
a n d  th e  J t h  e n t r a n c e  s e g m e n t .
F F X ( I ,  J ) T h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  ∂f 2/ ∂x  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  K (I)  
a n d  t h e  J t h  e n t r a n c e  s e g m e n t .
D F R ( I ,  J ) = T h e  r e a l  p a r t  o f  ∂f 2/ ∂n  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  K (I)  a n d  t h e  
J th  e n t r a n c e  s e g m e n t .
D F I ( I ,  J ) = T h e  i m a g i n a r y  p a r t  o f  ∂f2/ ∂n  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  K (I)  
a n d  t h e  J t h  e n t r a n c e  s e g m e n t .
F F ( I ,  J ) = T h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  ∂f 2/ ∂n  a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  K (I)  
a n d  t h e  J t h  e n t r a n c e  s e g m e n t .
F R ( I ,  J ) = T h e  r e a l  p a r t  o f  f 2 a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  K (I)  a n d  t h e  J th  
e n t r a n c e  s e g m e n t .
F I ( I ,  J ) = T h e  i m a g i n a r y  p a r t  o f  f 2 a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  K (I)  an d  
t h e  J t h  e n t r a n c e  s e g m e n t .
F ( I ,  J ) = T h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  f2 a t  t h e  h a r b o r  e n t r a n c e  f o r  K (I)  a n d  
t h e  J t h  e n t r a n c e  s e g m e n t .
SG M (I) = C i r c u l a r  w a v e  f r e q u e n c y  (σ) a s s o c i a t e d  w i t h  K (I) .
T (I) = W a v e  p e r i o d  a s s o c i a t e d  w i t h  K (I ) .
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